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第一章 通胀率预测文献综述

1.1 通胀解释变量

哪些变量可以辅助预测通胀率？大量学者从经济含义上进行考量，挖掘通胀率和相关经济变量的关

系，借此进行预测。

基于菲利普斯曲线，失业率和产出类/经济活动类指标对通胀率具有解释作用被广泛认可。这类指
标包括就业率、失业率、GDP 以及房屋开工率、房地产投资额等。如，Stock et al. (2003)、Bai et al.
(2008) 都在研究中引入了此类指标。
大宗商品等供给侧因素同样会影响通胀率。大宗商品价格上涨，将导致投入成本上升，进而影响商

品和服务的供应。Chen et al. (2014)基于 GSCI大宗商品价格分类指数数据，研究了 1983Q1-2010Q3
期间，大宗商品对五个大宗商品出口经济体（澳大利亚、加拿大、智利、新西兰和南非）的通胀率预测

效果。发现在使用大宗商品价格预测时将通胀率的结构性断点纳入考虑，效果更好，特别是智利和南非。

作者使用 Bai 和 Perron(1998,2003) 的多重断点检验方法，对均值断点进行检验，并在误差修正模型中
引入与结构断点日期相关的虚拟项进行研究。Salisu et al. (2018) 将反应供给侧冲击的国际石油价格
纳入传统的菲利普斯曲线，并将油价分解为正变化和负变化两部分，探究了油价对美国通胀率的非对称

影响。基于 1957-2017 年数据，发现模型改善了对美国通胀的预测效果。
大量学者在预测通胀率时纳入了金融变量。这一动机来源于，通胀预期有自我实现功能，对实际通

胀有很大影响。而金融变量一定程度上可以体现通胀预期。以利率期限结构为例，费雪效应指出，名义

利率是实际利率与预期通胀率之和。预期通胀率上升，一方面会引致名义利率上升，导致债券市场参与

者使用长期债券代替短期债券，长期债券利率上升。另一方面也可能会导致预期实际利率下降，使得短

期债券需求上升，从而使得短期债券利率上升。

Fama（1975）关于利率对通胀预测作用的研究表明，名义利率的变动反应了通胀预期的变化，而
不是实际利率的变化。Mishkin（1990）进一步考察了利率期限结构对未来通胀的影响，明确了预期通
胀对长短期债券价格的影响。指出：向下倾斜的收益率曲线，即利率随期限长度降低的收益率曲线，反

映了对通货膨胀率下降的预期，而陡峭向上倾斜的收益率曲线则表明对通货膨胀率上升的预期。之后有

大量学者将利率与利率期限结构纳入通胀率预测框架。

Stock et al. (1999, 2002) 使用 100 多个经济指标，包括利率和收益率差等，对通胀率进行了预
测。Stock et al. (2003) 系统回顾了资产价格对通胀率和实际产出增速预测的研究。并对 1959-1999
年期间，38 个季度预测变量，包括短期政府票据利率、短期中期长期政府债券利率、期限价差、股票
价格指数、股息价格指数等，和货币总量、实体经济活动以及大宗商品价格指标，在 37 个经合国家的
预测效果进行了实证研究。发现不同资产价格的预测效果因国家而异，通过计算平均值/中位数的方法
汇总预测变量进行预测，比单个辅助变量预测效果更好。Forni et al. (2003) 基于广义动态因子模型

1
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（Forni 等，2000）和近似动态因子模型（SW,2002）研究了在 1987M2-2001M3 期间，447 个变量（118
个金融变量、42 个货币变量、46 个产出变量、139 个价格变量、62 个欧盟委员会调查和价格预期变量
和 40 个其他变量）对欧元区 6 个国家的预测效果，发现利率、名义于实际汇率、利差等金融变量的汇
总信息有助于预测通胀，但对预测工业生产没有作用。但Ang et al. (2007) 基于 1952Q2-2002Q4 美
国数据，对 ARIMA 模型、菲利普斯曲线、无套利期限结构模型和通胀预期调查数据预测四种方法的通
胀率预测效果比较研究表明，短期利率和期限价差等信息对于预测未来的通胀率的作用较小，不如调查

数据。Hillebrand et al. (2018)，基于大量债券收益率曲线，构造有监督的因子模型，基于 1970-2010
年月度数据，对美国产出和通胀率进行了预测。

调查数据同样可以体现通胀预期，如Groen et al. (2013) 同时使用路透社和密歇根大学消费者调
查的通胀预期和利率期限结构衡量通胀预期。何启志 等 (2017) 结合中国通胀预期问卷调查系统，测
度了公众通胀预期，并将其应用于菲利普斯曲线，构建了时变系数的菲利普斯曲线。

还有学者考虑了实时数据的预测作用，如郑挺国 等 (2012) 基于实时数据，研究了基于产出缺口
的菲利普斯曲线在我国通胀预测中的适用性。林玉婷 等 (2023) 根据 GDP 的实时数据和最终数据，采
用 GMM 方法、状态空间模型和卡尔曼滤波方法，估计了后顾式、前瞻式和混合型三种菲利普斯曲线。
发现基于最终数据的混合型时变菲利普斯曲线更能拟合我国通胀运行特征。无论是常系数还是时变系数

模型，实时数据都无法提高曲线对通胀的预测能力。

Cepni et al. (2024) 主要研究了对于欧洲新兴市场国家的通胀率与全球通胀因子的关系。他们通
过使用偏最小二乘法 PLS 以及主成分分析法 PCA 来估计全球通胀因子和局部通胀因子，并构建了因
子增广模型对各个国家的通胀进行预测，结果发现，在这些新兴的市场国家中，全球的通胀因子的方差

占其他国家的方差一半以上，说明全球通胀因子对国内的通胀率具有重大的影响。

近几年，在线价格数据、搜索数据、新闻文本数据成为热门解释变量。

在线价格数据方面：Aparicio et al. (2020)基于 PriceStats公司统计的在线价格数据，构建 VAR
模型，预测了澳大利亚、加拿大、法国等 10 个国家一个月后的通胀率。姜婷凤 等 (2022) 引入基于互
联网在线大数据的居民消费价格指数，采用 LASSO 降维法和混频数据抽样模型 MIDAS，结合 iCPI 总
类和 iCPI 八大类指标与传统预测指标，对通胀（CPI 月同比变化率），进行了现时预测，并对不同频率
指标的预测效果进行了对比。

网络搜索数据方面：唐晓彬 等 (2020) 使用机器学习长短期记忆（LSTM）神经网络模型，基于
2011 年 1 月-2019 年 7 月消费者信心指数相关网络搜索数据，对我国消费者信心指数进行了长期、中
期和短期预测研究。Zhang et al. (2023) 在卷积神经网络（CNN）框架中融合 MADLMIDAS 模型，
建立异步混频卷积神经网络模型，基于 2016 年 1 月至 2019 年 12 月线上消费者价格指数和网络搜索
价格指数对中国 CPI 进行了预测。Borup et al. (2023) 构建了一种混频的机器学习模型 MFML，基
于谷歌每日搜索大量的有关与失业的信息对美国的每周失业保险初次领取人数进行实时预测和追溯，该

模型结合了线性模型 LASSO、弹性网络以及非线性模型如机器学习等模型，通过模型结合来进行预测。
结果证明，包含谷歌每日数据的模型预测要比不包含每日数据的模型预测精度高。

新闻文本数据方面：Kalamara et al. (2022) 基于 1990 年-2019 年三家英国日报的文本信息，使
用机器学习方法对英国通胀率进行了预测。Ellingsen et al. (2022) 使用 1985M1-2020M4 期间，道琼
斯通讯社档案中的 2250 万篇新闻，使用狄利克雷分配（LDA）方法进行文本处理，基于 LASSO、主成
分分析、随机森林方法对美国实际 GDP、私人消费支出和私人非住宅投资总额进行了预测，发现预测效
果优于 FRED-MD 数据集。Kelly et al. (2021) 使用 1990M1-2010M12 华尔街日报新闻数据，使用机
器学习方法提取文本信息对美国宏观经济指标进行了预测。Zheng et al. (2023)从 2006.6.1-2021.6.60
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期间三份国内财经报纸和百度指数中提取文本信息，结合宏观预测变量，使用岭回归、LASSO 模型和
弹性网模型与混频数据采用方法（MIDAS）对中国消费价格指数进行了预测。

1.2 传统计量方法

菲利普斯曲线在通胀预测中有重要地位。这类预测将通胀率作为被解释变量，将产出缺口、通胀率

滞后项、货币供应量等作为解释变量，通过回归方法拟合方程，找出通胀率的关键驱动因素后，基于拟

合参数进行预测。Gordon (1981) 最早将菲利普斯曲线用于通胀率预测。作者运用通胀率三角模型，
即通胀惯性、需求冲击和供给冲击三个因素，对美国 20 世纪 80 年代早期的通胀率进行了预测。Stock
et al. (1999) 将失业率以及衡量总体经济活动的指标的滞后项纳入传统菲利普斯曲线，对 1959 年至
1997 年美国的月度的 PCE 价格平减指数和 CPI 进行了预测，预测步长为一个月。

然而Atkeson et al. (2001) 实证发现使用美国 1984Q1-1999Q3 数据进行研究时，发现传统菲利
普斯曲线和 Stock 和 Waston(1999) 提出的曲线的预测效果较差，都不如简单的随机游走模型，即不如
将预测季度相对当前年份这一季度的价格水平的季度增长率（预测季度的通胀率），表示为前四个季度

的通货膨胀率。

此外，Hubrich (2005) 使用自回归（AR）模型预测了欧元区 1992-2001 年间的月度消费价格协
调总指数（HICP）和其子类成分，发现 AR 模型预测效果优于随机游走模型，Stock 和 Waston(1999)
的菲利普斯曲线和几种 VAR 模型。Stock et al. (2007) 开创性地提出了包含随机波动的不可观测成
分模型（UC-SV 模型），将实际通胀率分解为了周期成分（暂时性冲击）和不可观测趋势成分，允许暂
时性冲击方差时变，并将不可观测趋势成分建模为扰动项方差时变的随机游走过程。使用该方法对美国

1970-2004 年间的实际通胀率进行了预测。发现由于允许周期和趋势成分时变，UC-SV 模型有良好的预
测效果。另一种时变参数模型，IMA 模型，即允许 MA 系数的大小与永久扰动方差和暂时扰动方差的
比值成反比的模型，也具有良好的预测效果。将趋势成分纳入预测模型打破了以往通胀率稳态水平为零

的假设，进一步提高了单变量预测模型的预测能力。Stock et al. (2009) 研究指出，在通胀波动率较
小、失业率接近 NAIRU（非加速通胀率的失业率）时，AR 等单变量模型预测效果较好，而在通胀波动
率较高时，引入失业率变量有助于预测。

不少学者基于 VAR模型等使用少量变量辅助通胀率预测。例如，许永洪 等 (2022)使用 1995年 1
月至 2018 年 9 月 GDP 与 CPI 的环比和累计同比的月度季度混频数据，建立了 Sims-Zha 先验分布的
BVAR 模型, 检测了社会消费品零售总额增速、新增固定资产投资完成额、进出口增速和月无风险收益
率几个变量的预测效果。发现相比 AR、向量自回归、随机游走模型、GLP 和基于明尼苏达先验分布的
BVAR模型，该模型在 GDP上的短期预测效果更精准，在 CPI的短期预测上预测效果差于 GLP模型，
但是优于其他模型。张劲帆 等 (2018)构建了基于贝叶斯估计的混频向量自回归模型（MF-BVAR）。发
现房地产投资对于模型预测能力有重要作用。

使用少数变量进行辅助预测的模型依赖于变量的选择。大量学者使用因子模型，基于高维变量，汇

集大量信息进行预测。Stock et al. (2002) 基于近似动态因子模型（The approximate dynamic factor
model），使用大量的时间序列估计因子后，直接基于因子预测关键宏观变量。以往的研究集中在对协
变指标的估计上，作者直接使用因子进行预测，避免了因子模型中固有的识别性 (或旋转性) 困难的问
题。作者基于美国 1959M1 至 1998M12 数据，根据 NBER 商业周期分析师开发的“扩散指数”（215
个时间序列）构建因子，预测了 6 个月、12 个月和 24 个月后的宏观变量。经检验，方法优于单变量
自回归、小向量自回归 (VAR) 和领先指标模型。Bai et al. (2008) 改进了因子预测方法。一是考虑二
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次主成分分析，即从水平数据和水平数据的二次项中提取因子，允许预测变量和因子之间呈现非线性关

系。二是基于硬阈值和软阈值构建“目标预测器”，确定用于提取因子的预测变量，以减少预测变量噪

音。作者基于美国 1960M1至 2003M12数据，考虑了 132个备选预测变量，使用该方法对 1个月、6个
月、12 个月和 24 个月后的对数 CPI，进行了预测，预测准确度有明显提升。Inoue et al. (2008) 基
于在相关模型和因子模型框架下的 bagging 变体算法，以一小组实际经济活动指标（约 30 个时间序列）
来预测美国的通货膨胀。认为 bagging 方法强于等权重预测、中值预测、ARMA 预测和 AFTER 预测
等。和贝叶斯收缩预测、岭回归预测、迭代 Lasso 预测和基于随机额外预测子集的贝叶斯模型平均预测
方法预测精度相当。Hillebrand et al. (2018) 提出了一种可以监督预测目标的因子预测方法：CF 因
子法。不同于直接将预测变量合成因子的传统方法，作者在逐个使用单个预测变量的滞后项拟合被预测

变量后，基于所有拟合结果计算被预测变量的 PC 因子或 NS 因子，即 CF 因子，进而基于 CF 因子重
新拟合被预测变量的回归曲线，并进行预测。蒙特卡洛模拟和 1970-2010 年美国产出和通胀率的预测结
果显示，该方法优于 PC 因子模型和 NS 因子模型。Hauzenberger et al. (2023) 使用时变参数模型
估计因子与通胀率的关系方程，比较了线性主成分分析、二次主成分分析、核主成分分析以及几种基于

机器学习的非线性降维方法对实时通胀率的预测效果。基于美国 1980M1-1999M12 年期间 FRED-MD
数据库中的 104 个预测变量，对一个月度和一个季度的预测效果显示，Autoencoder（AE），即一种基
于深度神经网络的算法，估计的因子，在点预测和密度预测方面的效果都较好，二次主成分因子也有较

好的预测效果。作者同时考虑了几种方法的动态平均估计，发现预测精度与单个模型的预测效果几乎一

致。预测结果还表明，在大衰退时期和 COVID-19 时期，控制估计中的非线性关系对于准确预测十分
重要。Chen et al. (2024) 构建了一种新型的时变参数的因子模型 TVF，其中因子通过 PCA 方法计
算得到，同时通过对系数构建局部光滑的核函数，使得系数可以平滑的随时间转变，并将多个不同的因

子模型通过加权平均进行模型结合，使得模型在面对高维变量以及时变环境下保证模型结果的精确。

部分学者较早使用了神经网络方法进行通胀率预测。Teräsvirta et al. (2005) 使用 G7 国家
1960M1-2000M12 期间的工业产值、消费者价格指数、狭义货币供应量、3 个月利率、出口量、进口量
和失业率，共 47 个月度变量构建了平滑过渡自回归（LSTAR）模型和带有自回归的单层神经网络模型
（AR-NN），对所有变量进行了预测。指出 LSTAR 模型预测效果始终优于线性模型。但是使用 AR-NN
模型进行预测时，要谨防模型爆炸和不稳定的风险，这种风险使得长期范围内的预测可能是不可信的。

其中，使用贝叶斯正则化指定的神经网络模型比使用一般方法选择的神经网络模型，在长期范围内的预

测效果更准确。神经网络模型的激活函数为逻辑函数。Nakamura (2005)）使用通胀率的一阶和二阶
滞后为输入变量，双曲正切函数作为激活函数，基于交叉验证实施停止程序，使用美国 1978-2002 季度
数据，应用神经网络网络方法预测了通胀率。指出停止程序的规范化对于神经网络模型的预测效果有

重要作用。认为上述神经网络方法的短期（一两个季度）预测精度优于单一变量自回归预测。但是长期

（如四个季度）的预测效果仍然较差。Choudhary et al. (2012) 以通胀率的滞后项为输入变量，基于
两种 12 层的金字塔结构的人工神经网络模型（ANN）：混合神经网络和内嵌递归行为的动态的混合神
经网络，分别预测，并求取均值，对 1991M1-2008M6 期间 28 个经济合作国家的月通胀率进行了预测。
发现对于百分之 45 的国家，预测较为准确。

1.3 机器学习算法

目前主流的用于宏观经济变量预测的机器学习方法主要有 Lasso 类方法、完全子集回归、循环神经
网络 RNN 及其变种、回归树方法及其变种等方法。
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Medeiros et al. (2016) 研究了 adaLASSO 模型在稀疏、高维线性时间序列中的渐进性质，表明
该方法适用于误差项和回归变量非高斯分布和条件异方差的情形，也适用于候选变量数量大于观测值数

量的情形。并基于 1960M1-2011M12 期间 131 个宏观经济变量，使用 adaLASSO 模型预测了美国月度
通胀率，认为该方法优于自回归和传统因子模型等。

在使用神经网络类的机器学习方法预测的研究中，Barkan et al. (2023) 通过构造层次循环网络
HRNN，根据英国官方 CPI 数据，对 CPI 的各个组成成分进行预测，其中将 CPI 的成分分为多个层
级，第一层次分为衣物穿着、食物、能源消耗的通胀，第二层次为各类商品的总类的通胀情况，如穿着

大类中的男士穿着、鞋类等，以及食品大类中的蔬果类的通胀等，以此类推。并将此模型与传统预测

模型、机器学习预测方法的预测效果相对比，结果发现 HRNN 模型的预测效果强于其他的预测模型。
Stoneman et al. (2024) 构建了一个 6 层的 RNN 深度网络来预测美国通胀率，并将此模型的预测结
果与美国的专家预测调查 SPF的通胀核心预测结果相对比，发现该模型的预测精度要高于 SPF的中位
数预测。Bhardwaj et al. (2022) 通过对比多种机器学习模型对经济合作发展组织 OECD 的 33 个国
家的 GDP 比资本（购买力平价）的预测，发现神经网络模型比其他的机器学习方法的预测能力更为优
秀。Šestanović et al. (2021) 基于 1999M1-2017M1 欧元区总的劳动成本变化率、M3 扩张率、名义有效
汇率变化率衡量的折旧率和通胀滞后变量，使用 JNN（前馈神经网络）和 FNN（Jordan 神经网络）方
法，对通胀率进行了预测。并基于一种偏好排序组织方法（PROMETHEE），比较了最优的 JNN 模型
HNN(4,3,1）和最优的 FNN 模型 FNN（4,51）。指出，在同等条件下，需要更少隐藏元的 Jordan 神经
网络（JNN）比前馈神经网络（FNNs ）有更好的预测性能，是更适用于预测通胀的神经网络结构。唐
晓彬 等 (2020) 使用机器学习长短期记忆（LSTM）神经网络模型，基于 2011 年 1 月-2019 年 7 月期
间消费者信心指数相关网络搜索数据，对我国消费者信心指数进行了长期、中期和短期预测研究。张虎

等 (2020) 在卷积神经网络（CNN）框架中融合 MADL MIDAS 模型，建立异步混频卷积神经网络模
型，基于 2016 年 1 月至 2019 年 12 月线上消费者价格指数和网络搜索价格指数数据对中国 CPI 进行
了预测。

对于回归树类方法，目前已有许多学者使用该方法预测通胀率或提取通胀因子。其中，Yoon (2021)
讨论了机器学习方法在预测实际 GDP 增长的预测能力，其中主要是梯度提升算法和随机森林算法这两
种，并与国际货币基金组织以及日本央行预测值作为对比，文章发现这两种方法的预测效果均强于国际

货币基金组织和日本央行的预测。Borup et al. (2023) 构造了一种目标预测变量的随机森林回归方
法，该方法可以解决以往随机森林模型中因存在大量无关或若相关的预测变量导致模型预测能力下降

的问题，并通过股市回报率，宏观经济变量以及债券超额回报，工业增长率等实际应用来考察模型的预

测效果。Goulet Coulombe (2020) 使用随机森林方法构建一种广义时变参数模型预测宏观经济变量，
该方法相比于传统的机器学习方法具有一定的线性结构，因此可以对宏观经济运行情况进行解释，同时

又具有足够的灵活性。Clark et al. (2023) 使用贝叶斯累加回归树方法来预测宏观经济尾部风险，对
宏观经济变量进行预测。

部分学者比较了各类机器学习方法的预测效果。Garcia et al. (2017) 基于 2003M1-2015M12 期
间，59个宏观预测变量和 34个与专家预测相关的变量，比较了目标因子模型、LASSO与自适应 LASSO、
随机森林、和完全子集回归 (CSR) 方法，在预测巴西实时通胀率时的准确度。发现比巴西消费者价格
指数发布时间提前五天的预测中，LASSO 方法预测结果最好，比指数发布提前一个月零五天的预测，
自适应 LASSO 模型表现最好。其他情况下完全子集回归方法表现最优。作者同时基于 bootstrap 重
采样进行了密度预测，预测结果与点预测一致。Medeiros et al. (2021) 基于 1990 年至 2015 年间，
FRED-MD 数据库月度数据，比较了岭回归、Lasso、adaLasso、弹性网、目标因子模型、完全子集回
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归、随机森林、混合线性随机森林、bagging和折刀模型平均方法（JMA）等方法的预测效果，指出，随
机森林方法预测效果最好。这种方法有良好表现有两个原因：一是该模型有特定的变量选择方法，二是

允许以往的关键性宏观变量和通胀之间呈现非线性关系。

肖争艳 等 (2022) 将机器学习应用在解释维度，将支持向量回归、随机森林、梯度提升、极端梯度
提升、K 近邻回归 5 种非线性机器学习方法与 SHAP 值解释性方法结合，对 2001-2019 年期间我国发
生的五轮通胀的影响因素进行了识别。发现通胀预期和食品价格上涨是 5 轮通胀的共同驱动因素，消费
和投资需求因素影响减弱，成本特别是劳动力成本因素增强，货币政策一直是影响通胀的重要因素。同

时发现非线性方法预测效果更优。

1.4 模型改进方法

不少研究表明，变系数模型与模型平均方法可以提高预测精度。例如，高维清 等 (2023) 考虑了
非平稳特征可能同时存在于 CPI 通胀率的条件均值和波动率序列中的可能性，提出了含结构性断点波
动率与时变参数均值随机波动模型 (stochastic volatility in mean model with time-varying parameters
and structural breaks in the volatility, SB-TVP-SVM)，基于 2012 年 1 月至 2022 年 7 月的 CPI 月度
数据，对中国、美国、德国和韩国通胀率进行了预测。并与 TVP-SVM 和 MA 模型预测效果进行了对
比。时变参数均值随机波动模型部分用于解决条件均值不平稳的问题。为建模非平稳波动率，作者假设

波动率为分段平稳序列，基于贝叶斯方法，引入“spike-and-slab”先验得到结构性断点位置、波动率和
模型参数的估计。并使用 MCMC 方法更新迭代。该方法揭示了改变波动率系统平稳性的重大事件, 刻
画了高通货膨胀往往对应高波动率的规律。Patton et al. (2023) 基于广义自回归得分 GAS 模型，使
用回归树方法，构建了时变参数回归树和回归森林，并将该模型应用到 S&P500 收益率的预测中，结果
证明，该模型的预测能力要强于基准的 GAS 模型。

Koop et al. (2012) 基于 1960Q1-2008Q414 个预测指标，使用包含动态模型平均的计量经济学方
法，根据广义菲利普斯曲线预测了美国季度通胀。该方法允许系数、预测模型随时间变化。与简单的基

准回归和更复杂的方法（例如使用时变系数模型的方法）相比，动态模型平均可以带来显著的预测改进。

1.5 通胀率分布预测

分布预测（密度预测）是目前比较新兴的预测方式。该方法与传统的点预测方法不同，更关注预测

变量的分布性质，例如尾部性质，偏度，峰度等。目前常用来进行分布预测的方法主要是贝叶斯计量方

法，非参数或半参数方法等。

其中学界主要使用贝叶斯计量方法来对经济变量进行密度估计。Tallman et al. (2020) 构建一
种混合模型，通过使用相对熵将提前一期预测与长期预测 VAR 模型预测与专家即期和长期预测进行对
比。该混合模型相比于非混合模型，预测精度获得很大提升。Geweke et al. (2010) 通过对 5 种贝叶
斯模型对 S&P500 收益率的预测比较，根据概率区间转换 PIT 指标，发现 CARCH 模型的预测效果弱
于 t-GARCH模型，随机波动模型 SV，蒙特卡洛正态混合模型 MNM，以及层次蒙特卡洛正态混合模型
HMNM，随机波动模型 SV 以及蒙特卡洛混合模型 MNM 要优于其他模型。Amisano et al. (2007)
构建一种针对密度预测的检验，根据对照模型的预测分布的有权重的似然得分的比率来比较模型预测效

果。Ravazzolo et al. (2014) 构建了一种将多种预测模型集成的方法，通过将不同的预测模型的密度
根据连续排列概率得分 CRPS 构建权重，将多个模型的预测结果集成，并对美国的个人消费支出通胀
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进行预测，结果表明，这种方法的表现要优于基于移动平均加总的密度预测。

目前，除了使用贝叶斯方法进行密度预测外，也有学者通过非参数或半参数方法来构造预测分布。

其中Adrian et al. (2019) 通过分位数回归，获得从 5% 到 95% 的分位数，通过插值拟合方式，使用
偏态 t 分布对不同时期的美国 GDP 增长率的预测分布进行拟合。Costa et al. (2021) 在对油价进行
预测时，使用对数正态分布作为油价增长率的预测分布。

Kynigakis et al. (2023)对自回归模型进行增广，使用均值回归和分位数回归方法，基于 1964M12-
2019M12 期间 FRED-MD 数据库数据中 126 个预测变量，对美国月度工业生产指数、城镇消费者价格
指数和非农居民就业率进行了均值、分位数和密度预测。具体来说，作者首先估计预测变量的自回归模

型，之后使用不同的函数将宏观经济变量映射到自回归模型的残差中，以改进自回归模型的拟合效果。

并分别对上述过程进行均值和分位数估计，从而得到均值和分位数预测结果。映射函数的构成方法包括

PCA 方法、LASSO 方法、梯度增强方法（GB）、随机森林方法和人工神经网络方法。作者使用分位数
分数（QS）评价分位数预测效果。使用加权分位数分数（WQS），调节权重，评价对不同分布区域的预
测效果，从而达到评估密度预测效果的目的。研究发现：将经济信息纳入分位数自回归预测，可以提高

对左边尾和中间部分的预测效果；以及，基于分位点估计结果的组合预测条件均值，比直接生成点预测

更准确。同时探究了哪些变量会导致远离中心的条件分布。

Wochner (2020) 将 Schlosser 等 (2019) 的新型分布森林算法从点预测拓展到密度预测，基于
1960-2019 年美国 FRED-MD 数据库数据对 1 个月、2 个月、3 个月后的通胀率进行了预测。该方法可
以考虑均值的局部演变、时变波动性、非线性和分布的厚尾特征。实证结果表明其预测效果优于随机游

走、自回归和随机波动模型。

康宁 等 (2016) 使用门限分位数自回归（TQAR），将通胀划分为低通胀和高通胀两个阶段，基于
中国 2001 年 1 月至 2014 年 12 月数据，对 CPI 的月度环比增长率进行了条件分位数预测和条件密度
预测，并对比了 TAR 和 QAR 方法的预测效果。
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第二章 线性框架下的变量选择

2.1 引言

高斯马尔科夫定理：LS 估计量在所有的线性无偏估计量中有最小均方误差，因为有最小方差。其
中均方误差与方差的关系式如下：

MSE(θ̂) = E(θ̂ − θ)2 = V ar(θ̂) + [E(θ̂)− θ]2

bias 和 viarance 之间平衡的问题本质可以理解为如何减小估计系数均方误的问题。
引发一个问题：既然 LS 是无偏的，为什么要引入 LASSO 等，这类有偏估计。原因如下：（1）LS

估计目的是让拟合曲线尽可能多的经过拟合点，侧重于无偏估计，LS 估计的方差较大。这会导致模型
的泛化能力较差，即只对特定样本有效，对随机噪声较为敏感，进而预测效果较差。（2）另一个是，当
变量存在多重共线性时，LS 估计结果不稳定，方差更大。（3）为了利用更多的信息，也侧重于使用更
多的预测变量，在这种情况下，更需要对变量进行选择。

在实践中，一个小的偏差可以换取更小的方差和更好的预测性能。部分估计虽然是有偏的，方差却

较小，总体上能够减小均方误。例如：岭回归、LASSO 等。这类方法对系数施加惩罚项来减小系数的
影响力，是一种连续的选择方法，可以平滑模型的预测，减小估计方差。

2.2 岭回归

先来讨论一般情况下的模型估计方法（最小二乘法 OLS 估计）一般线性模型

yt = β0 + x′β + ϵt (2.1)

则估计量 β̂ = (X ′X)−1(X ′Y )，其中 X = (x1, ..., xT ), Y = (y1, ..., yT )
′。当模型中的解释变量存在高度

相关性时，(X ′X)−1 将会变成病态矩阵，导致模型估计结果对于数据的扰动异常敏感，使得模型的估计

结果产生极大的偏误。为了解决这种问题，岭回归就此诞生。

岭回归的一般形式：

min{
∑
i

(yt − βxt)} (2.2)

s.t.∥β∥2 ≤ m (2.3)

其等价形式为：

min{
∑
t

(yt − βxt)
2 + λ∥β∥2} (2.4)

15
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对上述目标函数求解之后，可得，

ˆβridge = (X ′X + λI)−1(X ′Y ) (2.5)

当 X ′X 可逆时，则岭回归的解如上所示，其中，I 为单位矩阵， ˆβridge 中由于增加了一项 λI，使

得相比于 OLS 估计的绝对值要小一些。
但是当 X‘X 为奇异矩阵时，需要换种方式进行分析。
奇异值分解：对于任意的 n× p 的矩阵 X 均可分解为以下形式：

X = UDV T (2.6)

其中，U 为 n× p 的列正交矩阵,D 为 p× p 对角矩阵，且对角元素由大到小排列,V 为 p× p 正交矩阵。

当 X 奇异时，有 D 的某一个或多个对角元素为 0。
根据奇异值分解定理，我们可以知道

X ′X = V D2V ′ (2.7)

根据奇异值分解，最小二乘估计量下的拟合值可以写作：

Xβls = X(X ′X)−1Xy (2.8)

= UU ′y (2.9)

注：根据最小二乘法的估计方式可以得到这样的结果。

（补充）最小二乘法估计：

X = ZΓ (2.10)

其中 Z 为列正交的 n× p 矩阵,Γ 为 p× p 矩阵，我们可以对 Z 进行列单位化，取 G 使得 Q = ZG−1

满足 QQT = I, 此时可得
X = ZG−1GΓ (2.11)

= QR (2.12)

因此可以获得最小二乘法估计量以及其拟合值：

β̂ls = R−1QT y (2.13)

ŷls = QQT y (2.14)

因此，利用最小二乘估计量的特性，可以得到如下结论：

X ˆβridge = X(X ′X + λI)−1X ′y (2.15)

= UD(D2 + λI)−1DU ′y (2.16)

=

p∑
j=1

uj

d2j
d2j + λ

u′
jy (2.17)

根据最小二乘法的性质，我们可以得到：

X ′X = V D2V ′ (2.18)



2.3 LASSO 17

此时令 zi = Xvi，vi 为 V 的第 i 列向量，则有

V ar(zi) = V ar(Xvi) =
d2i
N

(2.19)

其中有 zi = Xvi = uidi 为第 i 个主成分，ui 是标准化后的第 i 个主成分。

df(λ) = tr(X(X ′X + λI)−1X ′) (2.20)

= tr(Hλ) (2.21)

=

p∑
j=1

d2j
d2j + λ

(2.22)

其中 df(λ) 称为岭回归的有效自由度。当 df(λ) = p 时，可以得知 λ = 0，当 λ→∞，df(λ) = 0。

2.3 LASSO

LASSO 方法的目标函数：

β̂lasso = argmin
β

N∑
i=1

(yi − β0 −
p∑

j=1

xijβj)
2 (2.23)

subject to

p∑
j=1

|βj | ≤ t

当 XTX 是正交矩阵，可以发现对变量系数压缩程度由 t，特别是 t 与 t0 =
∑p

j=1 |β̂j | 的相对大小
决定，其中 β̂ 为 LS 估计系数。例如：如果 t 比 t0 大，那么使用 LASSO 方法会得到 LS 估计值。如果
t = 1/2t0，那么系数会被压缩至 LS 估计值的 50%。可以使用交叉验证方法选择 t 的值。

拉格朗日形式为：

β̂lasso = argmin
β

{
N∑
i=1

(yi − β0 −
p∑

j=1

xijβj)
2 + λ

p∑
j=1

|βj |} (2.24)

2.3.1 LASSO 数值解特征

上述函数的矩阵表达如下：

β̂lasso = argmin
β

1/2n||y −Xβ||2 + λ||β||1 (2.25)

对上述拉格朗日函数求解次梯度条件如下：

−1/nxT
j (y −Xβ̂) + λsj = 0, j = 1, . . . , p (2.26)

其中，sj = sign(β̂j), 当 β̂j = 0, sj ∈ [−1, 1]。可以发现：
a. 对于有效集，模型中的变量与残差有相同的协方差。1/n|xT

j (y −Xβ̂)| = λ。

b. 对于不在有效集中的变量，1/n|xT
k (y −Xβ̂)| ≤ λ。
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c.LASSO 的系数在 λ 的变化范围内是连续和分段线性的。分段节点是有效集变化或系数符号变化

时。例如: 假设调节参数从 λ1 变到一个更小值 λ2, 且有效集没有发生变化，始终为 A, 令 sA 为 β̂ 的符

号向量，则：

XT
A(y −Xβ̂(λ1)) = sAλ1

XT
A(y −Xβ̂(λ2)) = sAλ2

则 β̂(λ2)− β̂(λ1) = (λ1 − λ2)(X
T
AXA)

−1sA

d. 使得 β̂(λmax) = 0 的最小的,λ 的最大值为 maxj 1/n|xT
j y|

2.4 弹性网

β̂ = argmin
β

{
N∑
i=1

(yi − β0 −
p∑

j=1

xijβj)
2 + λ

p∑
j=1

(αβ2
j + (1− α)|βj |)} (2.27)

优势：可以把部分变量系数压缩至 0，进行变量选择。也可以把相关性较强的系数进行同等程度压
缩。并且比 Lq 惩罚项的方法有计算优势。

这类方法的一般形式及其贝叶斯先验解释如下：

β̂ = argmin
β

{
N∑
i=1

(yi − β0 −
p∑

j=1

xijβj)
2 + λ

p∑
j=1

|βj |q} (2.28)

q=2：LASSO，高斯分布。
q=1: 岭回归，Laplace 分布，密度函数为 1/2λ exp(−|β|λ)
q=0：子集选择

图 2.1: 包含两个参数时的不同惩罚项示意图

2.5 最小角回归

最小角度回归算法（Least angle regression）每一步沿最小角度方向前进，允许多个变量同时进入
模型。基本步骤如下：

（1）挑选出与预测变量相关性最大的变量，得到活跃集 xk。

（2）将 xk 乘以一个权重向量 wk，得到一个与 xk 中所有变量相关性相同，且为 Ak 的等角向量 uk，将

其作为移动方向。wk 的构成协方差矩阵有关。

（3）选择一个最小移动距离 γ。即不直接选择向移动方向移动最大距离的 C ̂，而是逐渐增大移动距离，
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直至存在一个不在活跃集中的变量的预测相关性达到当前水平即可，该距离即为移动距离 �。
（4）使用 γ 乘以这个等角向量/移动方向向量，得到新的移动路径

LARS 算法的正式表达如下：假设 µ̂0 = 0。

• 设 µ̂ 为当前的估计值，ĉ = X ′(y − µ̂)。

• 定义 K 为对应于具有最大绝对相关性的变量的索引集合：

Ĉ = max
j
|ĉj | K = {j : |ĉj | = Ĉ}.

• 令 sj = sign(ĉj)，并定义对应于 K 的活动矩阵为：

XK = (sjxj)j∈K .

• 令 GK = X ′
KXK 和 AK = (1′KG−1

K 1K)−1/2，其中 1K 是大小为 K 的全 1 向量。一个与活动集矩
阵 XK 列数相同的单位等角向量可以定义为：

uK = XKwK , wK = AKG−1
K 1K , aK = X ′uK ,

使得 X ′
KuK = AK1K。然后 LARS 算法更新 µ̂ 为：

µ̂new = µ̂+ γ̂uK ,

其中：

γ̂ = min
j∈Kc

(
Ĉ − ĉj
AK − aj

,
Ĉ + ĉj
AK + aj

)
,

最小值是在所有正分量上取得。

(a) LARS 图解 1 (b) LARS 图解 2 (c) LARS 图解 3

图 2.2: LARS 的图解说明

2.5.1 使用坐标下降法求解 LASSO-以 OLS 估计问题为例

坐标下降法的基本思想如下：

a. 对于每一个 λk, 只解决一个 βj 的 LASSO 问题，保持其他固定，循环该过程，直至估计值稳定。
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b. 从最大的 λ 开始，逐渐减小调节参数，直至有效集增长变缓，对有效集进行猜测和验证。并重新

基于该有效集和调节参数值，迭代坐标下降过程，直至收敛。

以加权最小二乘 LASSO 问题的求解为例进行说明，如下：
R 软件包 glmnet 对每个 λk 都采用临近牛顿策略。

1. 对解向量 β̂ (λk) 计算当前估计的对数似然 L 的加权最小二乘 (二次) 近似; 这产生了一个工作响
应和观测权重, 就像常规 GLM 一样。

2. 通过坐标下降在 λk 处求解加权最小二乘 LASSO, 使用热启动和有效集迭代。

2.6 adaLASSO

adaLASSO 方法的估计目标函数如下：

β̂ = argmin
β

{
N∑
i=1

(yi − β0 −
p∑

j=1

xijβj)
2 + λ

p∑
j=1

|wjβj |} (2.29)

（1）首先，只有在一定的条件下，LASSO 估计才有 oracle 性质（Zou，2006），该条件要求预测变
量的协方差矩阵之间需要满足一定的关系，特别是有效预测变量的协方差矩阵和有效与无效预测变量间

的协方差矩阵之间需要满足一定的关系。

定理 1（必要条件）：假设 limn P (An = A) = 1。那么存在某个符号向量 s = (s1, . . . , sp0
)T，其中

sj = 1 或 −1，使得

|C21C−1
11 s| ≤ 1.

也就是说，如果上述条件不成立，那么 lasso 变量选择是不一致的。
其中各变量含义如下，假设

1. yi = xiβ
∗ + ϵi，其中 ϵ1, . . . , ϵn 是独立同分布（iid）的随机变量，均值为 0，方差为 σ2。

2. 1
n

XTX→ C，其中 C 是一个正定矩阵。

考虑 lasso 估计，β̂(n)，

β̂(n) = argmin
β

∥∥∥∥∥y−
p∑

j=1

xjβj

∥∥∥∥∥
2

+ λn

p∑
j=1

|βj |,

其中 λn 随 n 变化。令 An = {j : β̂(n)
j ̸= 0}。当且仅当 limn P (An = A) = 1 时，lasso 变量选择是

一致的。

不失一般性，假设 A = {1, 2, . . . , p0}。令

C =

[
C11 C12

C21 C22

]
,

其中 C11 是一个 p0 × p0 的矩阵。

（2）可以证明，adaLASSO在正确设定权重矩阵和选择调节参数的情况下，有Oracle性质，adaLASSO
的权重可设定为如下形式，即可以由一个

√
n 一致的估计量构成。该权重设计使得对接近零的系数的惩

罚加大，对比较大的系数的惩罚减小。
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例如，我们可以使用 β̂(ols)。选择一个 γ > 0，并定义权重向量 w = 1

|β̂|γ。自适应 LASSO估计 β̂∗(n)

定义为：

β̂∗(n) = argmin
β

∥∥∥∥∥y−
p∑

j=1

xjβj

∥∥∥∥∥
2

+ λn

p∑
j=1

wj |βj |.

类似地，令 A∗
n = {j : β̂∗(n)

j ̸= 0}。
（3）adaLASSO 的 Oracle 性质完整表述如下：
通过适当选择 λn，自适应 LASSO 可以具有 oracle 性质。
定理 2（Oracle 性质）
假设 λn/

√
n→ 0 并且 λnn

(γ−1)/2 →∞。那么，自适应 LASSO 估计必须满足以下条件：

1. 变量选择的一致性：limn P (A∗
n = A) = 1

2.
√
n(β̂

∗(n)
A − β∗

A)
d→ N(0, σ2C−1

11 )

定理 2 表明，ℓ1 惩罚至少与其他任何“oracle”惩罚一样好。
备注：对自适应 LASSO 来说，β̂ 不需要是根

√
n 一致的。这个条件可以大大放松。假设存在一个

序列 {an}，使得 an →∞ 且 an(β̂ − β∗) = OP (1)。那么，如果令 λn = o(an/
√
n) 并且 aγnλn/

√
n→∞，

上述 oracle 性质仍然成立。
（4）adaLASSO 的求解过程如下。
用于自适应 LASSO 的 LARS 算法：

1. 定义 x∗∗
j = xj/ŵj，其中 j = 1, 2, . . . , p。

2. 对所有 λn 求解 LASSO 问题：

β̂∗∗ = argmin
β

∥∥∥∥∥y−
p∑

j=1

x∗∗
j βj

∥∥∥∥∥
2

+ λn

p∑
j=1

|βj |.

3. 输出 β̂
∗(n)
j = β̂∗∗

j /ŵj，其中 j = 1, 2, . . . , p。

2.7 SCAD 惩罚项

Fan 和 Li（2001）SCAD 的目标函数设定为：

min
β

{
1

2n

n∑
i=1

(yi − xT
i β)

2 +

p∑
j=1

pλ(βj)

}
(2.30)

其中 yi 是响应变量，xi 是预测变量，n 是样本数，β 是系数向量，p 是预测变量的数量，而 pλ(βj) 是

对系数 βj 应用的 SCAD 惩罚函数，定义为：

pλ(βj) = λ

{
I(|βj | ≤ λ) +

(aλ− |βj |)+
(a− 1)λ

I(|βj | > λ)

}
(2.31)

对于 a > 2 和 λ > 0，其中 I 是指示函数，(x)+ 表示 max(x, 0)。在系数的绝对值小于或等于 λ 时起到

类似 Lasso 的线性惩罚作用，而当系数的绝对值超过 λ 时，惩罚增长的速度会减慢，并且当系数的绝对

值大于 aλ 时，额外的增量会停止，使得大系数受到的惩罚有上限。
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图 2.3: 不同类型 LASSO 模型比较



第三章 因子模型
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3.1 动态因子模型整体框架

此处介绍的是具有发散指标的因子模型的一般框架。

其中 yt−1 表示被预测的序列，Xt 表示 N 维的用来预测的时间序列，时间从 t = 1, ..., T，yt 以及

Xt 均值均为 0。此时构建一个具有 r 维共同因子 ft 的动态因子模型

yt+1 = β(L)ft + γ(L)yt + ϵt+1 (3.1)

Xit = λ(L)ift + eit (3.2)

其中 et = (e1t, ..., eNt)
′，λ(L), β(L) 是非负权重。假设 E(ϵt+1|ft, yt, Xt, ft−1 , yt−1, Xt−1) = 0，当

ft, β(L), γ(L) 已知条件下，则可以根据估计结果来预测 yT+1 = β(L)fT + γ(L)yT。

yt+1 = β′Ft + γ(L)yt + ϵt+1 (3.3)

Xt = ΛFt + et (3.4)

其中，Ft = (f ′
t , ..f

′
t−q)

′ 是 r× 1 其中 r ≤ (q + 1)r，Λ 的第 i 行为 (λi0, ..., λiq),β = (β0, ..., βq)
′。则

预测 h 期可以写为

yht+h = αh + βh(L)Ft + γh(L)yt + ϵht+h (3.5)

模型估计方法

其中由于 {Ft}, αh, βh(L), γh(L) 未知，估计时采用两步法来进行估计。

第一步，用样本数据 {Xt}Tt=1 估计发散指标因子的时间序列 {F̂t}Tt=1

第二部，根据已知的 ft和 yt可以对 α̂h, β̂h(L), γ̂h(L)进行估计，此时 yhT+h = α̂h+β̂h(L)F̂T+γ̂h(L)yT

目前因子估计方法大多采用的是主成分分析法。原因在于第一，主成分分析方法非常成熟，不仅可

以处理高维数据，对于不规整的数据（数据缺失）也可以处理。同时，当 (ϵ, e, F ) 满足一定的矩条件以

及 Λ 满足渐进秩条件时，它是渐进一阶有效的，这意味着当不管 N,T 以及他们的比值有多大，主成分

分析方法估计的结果均足够接近最优的值。

23
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3.2 主成分分析估计方法

当数据不规整或者使用非平衡面板数据时，标准的主成分分析方法难以应用，因此需要对标准的主

成分分析方法进行改进。文章使用 EM 算法来迭代求解最优值。

V (F,Λ) =
N∑
i=1

T∑
t=1

(Xit − λ′
iFt)

2 (3.6)

其中 λi 是 Λ 第 i 行。F 可有特征矩阵计算出。

当数据为非平衡面板数据或者有缺失值时，

V +(F,Λ) =
N∑
i=1

T∑
t=1

1it(Xit − λ′
iFt)

2 (3.7)

其中 1it 为示性函数，当 Xit 未缺失时为 1，否则为 0。
注意到 V (F,Λ) 在 Xit 服从 i.i.dN(λiFt, 1) 时是与极大似然函数成比例的，因此可以直接通过该损

失函数来使用 EM 算法。
当算法迭代到第 j 代时，令 Λ̂ 以及 F̂ 是 Λ,F 的估计，令

Q(X+, F̂ , Λ̂, F,Λ) = EF̂ ,Λ̂[V (F,Λ)|X+] (3.8)

其中 X+ 表示所有可观测到数据，EF̂ ,Λ̂[V (F,Λ)|X+] 是 V (F,Λ) 似然对数的期望值。对 Λ 和 F 在第 j
代的估计就是解 MinF,ΛQ(X+, F̂ , Λ̂, F,Λ)。

Q(X+, F̂ , Λ̂, F,Λ) =
∑
i

∑
t

{EF̂ ,Λ̂(X
2
it|X+) + (λ′

iFt)
2 − 2X̂it(λ

′
iFt)} (3.9)

其中 X̂it = EF̂ ,Λ̂(Xit|X+), 因此，可以通过最小化 V̂ (F,Λ) =
∑

i

∑
t(X̂it− λ′

iFt)
2 获取 F,Λ 的值。

下面文章对 X+ 进行了详细讨论。为了计算 X̂it 令 Xi = (Xi, ..., XiT )
′,令 X+

i 为第 i行的可观测变
量，假设 X+

i = AiXi，其中 Ai 已知，此时有 E(Xi|X+) = E(Xi|X+
i ) = Fλi+A′

i(AiA
′
i)

−(X+
i −AiFλi)，

其中 (AiA
′
i)

− 是 (AiA
′
i) 的广义逆。

A. 缺失值
若某些观测值缺失，在第 j 次迭代时，待估计平衡面板的元素，当元素可观测时，X̂it = Xit，当元

素不可观测时有 X̂it =
ˆ

λ′
iF̂t, 其中 F 的估计是从 N−1

∑
i X̂iX̂i 挑选特征值最大的前 r 个特征向量的成

分，该估计使用最小二乘法进行估计。

B. 月度数据与季度数据混频——I(0) 序列的存量数据
若序列服从 I(0) 过程，则可以按照 A. 中的处理方式进行处理。
C. 月度数据与季度数据混频——I(0) 序列的流量数据
季度的流量数据是对月度流量数据的平均（加总）。当序列是 I(0) 过程的，则可以按照以下处理方

式：

Xq
it =

1

3
(Xi,t−2 +Xi,t−1 +Xi,t), t = 3, 6, 9, 12, ... (3.10)

X̂it = λ′
iFt + êit (3.11)

êit = Xq
it − λ′

i(Fτ−2 + Fτ−1 + Fτ )/3 (3.12)

其中，τ = 3 当 t = 1, 2, 3, 以此类推。
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D. 月度数据和季度数据混频——I(1) 序列的存量数据
令 X1

it 表示月度数据的一阶差分，对于季度数据每个月度数据的一阶差分 Xit, 有

Xq
it = (Xi,t−2 +Xi,t−1 +Xi,t) (3.13)

对于任意的 t = 3, 6, 9, ..., 估计过程与 A. 相同，注意其中 X̂it = λ′
iFt +

1
3
êit，且 êit = Xq

it − λ′
i(Fτ−2 +

Fτ−1 + Fτ )

E. 月度数据与季度数据混频——I(1) 序列的流量数据
此时重构 X̂it 之前的例子更加困难，因此此处提供一个总体的框架。季度数据的一阶差分记作 Xq

it，

对于可观测的数据 X+
i = (Xq

i3, X
q
i6, ..., X

q
iτ ), 将月度数据的一阶差分记作 Xit，此时有

Xq
it =

1

3
(Xi,t + 2Xi,t−1 + 3Xi,t−2 + 2Xi,t−3 +Xi,t−4) (3.14)

此时可以得到 Ai 的具体形式，则有：

X̂i = Fλi +A′
i(AiA

′
i)

−(X+
i −AiFλi) (3.15)

3.3 EM 算法简介

EM算法即最大期望算法（Expectation-Maximization algorithm, EM），是一类通过迭代进行极大似
然估计（Maximum Likelihood Estimation, MLE）的优化算法，通常作为牛顿迭代法（Newton-Raphson
method）的替代用于对包含隐变量（latent variable）或缺失数据（incomplete-data）的概率模型进行
参数估计。

当计算似然函数时有无法去除的隐变量时，则需要使用 EM 算法来求解最优值。我们设数据中存
在一个隐变量 z。

l(θ) =
N∑
i=1

log(p(xi; θ)) =
N∑
i=1

log(
∑
z

p(xi, z; θ)) (3.16)

EM 算法的原理为先根据假设的 θ，估计出 z；然后根据 z 利用最大似然函数更新 θ，之后循环迭代

直至收敛。因此 EM 算法求解的关键是“根据 θ 求出 z”和“根据 z 求出 θ”，关于后者通过最大化似

然函数即可求解，难点主要在于“根据 θ 求出 z”，因此本节主要对该部分的推导与求解过程进行介绍。∑
i

logp(xi; θ) =
∑
i

log
∑
zi

p(xi, zi; θ)

=
∑
i

log
∑
zi

Qi(zi)
p(xi, zi; θ)

Qi(zi)

≥
∑
i

∑
zi

Qi(zi)log
p(xi, zi; θ)

Qi(zi)

(3.17)

其中，令
∑

zi
Qi(zi)log

p(xi,zi;θ)
Qi(zi)

为 p(xi,zi;θ)
Qi(zi)

的期望，其中 log 函数为凹函数，为使不等式符号满足，

得有；
p(xi, zi; θ)

Qi(zi)
= c (3.18)

Qi(zi) =
p(xi, zi; θ)

c
=

p(xi, zi; θ)∑
z p(xi, zi; θ)

=
p(xi, zi; θ)

p(xi; θ)
= p(zi|xi; θ) (3.19)
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于是在固定参数 θ 后，通过下界拉升的 Qi(zi) 的计算公式就是条件概率公式，在确定 Qi(zi) 来调

整 θ

argmaxθ

∑
i

∑
zi

Qi(zi)log(
p(xi, zi; θ)

Qi(zi)
) (3.20)

去掉常数部分可得：

argmaxθ

∑
i

∑
zi

Qi(zi)log(p(xi, zi; θ)) (3.21)

因此，只要函数是凹函数，就可以保证算法最终收敛到最小值。当函数在全局中不是全局凹的，EM 算
法仅能保证收敛到局部最优值。

3.4 二次因子模型（Bai 和 Ng，2008）

Bai 和 Ng（2008）研究了因子预测方法的两种改进方法。一是，使用二次主成分分析方法，允许因
子和预测变量之间呈非线性关系。二是，引入预测变量筛选机制，更高效地选取目标预测变量。

3.4.1 模型主框架-二次主成分

定义 Xt = (X1t, . . . , XNt)
′, i = 1, . . . , N, t = 1, . . . , T 为预测变量集。yT+h 为 yt 在 T +h 期的

变化值。Wt 为前定变量向量，如常数项和 yt+h 的滞后项。

为允许预测变量与因子之间呈现非线性关系，可以引入非线性函数 g(·)，对预测变量进行变换。即：

g(Xit) = θ′ItIt + eit

一种可能性是引入二次形式，具体形式如下：

X∗
t = ΦJt + et

当 X∗
t = {Xit, X

2
it}, N∗ = 2N，为平方主成分分析（SPC，squared principal components）。当引

入的变换形式为交乘项 XitXjt, i ̸= j，即为二次主成分分析（QPC，quadratic principal components）。
注意：这种方法不同于直接基于 X2

it 提取因子，也不同于基于因子的平方进行预测。

3.4.2 预测变量选择

二次项的存在使得有噪音的预测变量的干扰作用被放大，因此需要进行目标预测变量筛选，这是这

篇文章的研究重点之一。

变量筛选方法包括“硬阈值”和“软阈值”两种方法。“硬阈值”基于测试过程，直接决定预测变

量是否纳入目标预测变量集，主要指对所有备选预测变量逐个进行回归，计算预测变量 t 统计量，基于
t 统计量选择边际影响在 � 显著性水平下显著的预测变量，作为目标预测变量，构建预测模型。
“软阈值”将预测变量的预测能力排序，基于所设定的软阈值规则，选取预测变量，包括 LASSO、

岭回归、最小角度回归等。
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3.4.3 预测函数

在该文中，预测函数为

ŷht+h = α̂0 + α̂′
1(L)zt + β̂′

1(L)t̂t

其中:
yht+h =

1200

h
· (yt+h − yt)− 1200 · (yt − yt−1)

zt = 1200 · (yt − yt−1)− 1200 · (yt−1 − yt−2)
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第四章 回归树、经典随机森林模型、目标随机

森林模型、贝叶斯累加回归树

4.1 回归树模型

4.1.1 回归树

决策树是一种基本的分类与回归方法。决策树由结点 (node) 和有向边 (diredcted edge) 组成。结
点有两种类型：内部结点 (internal node) 和叶结点 (leaf node)。内部结点表示一个特征或属性，叶结点
表示一个类别或者某个值。

用决策树做分类或回归任务时，从根节点开始，对样本的某一特征进行测试，根据测试结果，将样

本分配到其子结点；这时，每一个子节点对应着该特征的一个取值。如此递归地对样本进行测试并分配，

直至到达叶结点。

其实，决策树是将空间用超平面进行划分的一种方法，每次分割的时候，都将当前的空间根据特征

的取值进行划分，这样使得每一个叶子节点都是在空间中的一个不相交的区域，在进行决策的时候，会

根据输入样本每一维特征的值，一步一步往下，最后使得样本落入 N 个区域中的一个（假设有 N 个叶
子节点）。

4.1.2 CART 算法

分类与回归树（classification and regression tree，CART）模型由 Breiman 等人在 1984 年提出，
是应用广泛的决策树学习方法。CART 同样由特征选择、树的生成及剪枝组成，既可以用于分类也可以
用于回归。以下将用于分类与回归的树统称为决策树。CART 是在给定输入随机变量 X 条件下输出随
机变量 Y 的条件概率分布的学习方法。CART 假设决策树是二叉树，内部结点特征的取值为“是”和
“否”，左分支是取值为“是”的分支，右分支是取值为“否”的分支。这样的决策树等价于递归地二分

每个特征，将输入空间即特征空间划分为有限个单元，并在这些单元上确定预测的概率分布，也就是在

输入给定的条件下输出的条件概率分布。

CART 算法由以下两步组成：
（1）决策树生成：基于训练数据集生成决策树，生成的决策树要尽量大；
（2）决策树剪枝：用验证数据集对已生成的树进行剪枝并选择最优子树，这时用损失函数最小作为

剪枝的标准。

决策树的生成就是递归地构建二叉决策树的过程。对回归树用平方误差最小化准则，对分类树用基

尼指数（Gini index）最小化准则，进行特征选择，生成二叉树。

29
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图 4.1: 回归树

CART 生成

假设 X 与 Y 分别为输入和输出变量，并且 Y 是连续变量，给定训练数据集考虑如何生成回归树。

D = {(x1, y1), (x2, y2), ..., (xn, yn)}

一个回归树对应着输入空间（即特征空间）的一个划分以及在划分的单元上的输出值。假设已将输

入空间划分为 M 个单元 R1, R2,…, RM，并且在每个单元 Rm 上有一个固定的输出值 cm，于是回归树

模型可表示为

f(x) =
M∑

m=1

cmI(x ∈ Rm) (4.1)

当输入空间的划分确定时，可以用平方误差
∑

x∈Rm
(yi − f(xi))

2 来表示回归树对于训练数据的预测误

差，用平方误差最小的准则求解每个单元上的最优输出值。易知，单元 Rm 上的 cm 的最优值 ĉm 是 Rm

上的所有输入实例 xi 对应的输出 yi 的均值，即

ĉm = ave(yi|xi ∈ Rm) (4.2)

问题是怎样对输入空间进行划分。这里采用启发式的方法，选择第 j 个变量 x(j) 和它取的值 s，作
为切分变量（splitting variable）和切分点（splitting point），并定义两个区域：

R1(j, s) = {x|x(i) ≤ s}&R2 = {x|x(j) > s} (4.3)

然后寻找最优切分变量 j 和最优切分点 s。具体地，求解

minj,s{min
∑

xi∈R1

(yi − c1)
2 +min

∑
xi∈R2

(yi − c2)
2} (4.4)
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对固定输入变量 j可以找到最优切分点 s。遍历所有输入变量，找到最优的切分变量 j，构成一个对 (j,s)。
依此将输入空间划分为两个区域。接着，对每个区域重复上述划分过程，直到满足停止条件为止。这样

就生成一棵回归树。这样的回归树通常称为最小二乘回归树（least squares regression tree），现将算法
叙述如下：

算法 5.5（最小二乘回归树生成算法）
输入：训练数据集 D；
输出：回归树 f(x)。
在训练数据集所在的输入空间中，递归地将每个区域划分为两个子区域并决定每个子区域上的输出

值，构建二叉决策树：

（1）选择最优切分变量 j 与切分点 s，求解

minj,s{min
∑

xi∈R1

(yi − c1)
2 +min

∑
xi∈R2

(yi − c2)
2} (4.5)

遍历变量 j，对固定的切分变量 j 扫描切分点 s，选择使式（5.21）达到最小值的对（j,s）。
（2）用选定的对（j,s）划分区域并决定相应的输出值：

R1(j, s) = {x|x(j) ≤ s}, R2(j, s) = {x|x(j) > s}

ĉm
1

Nm

∑
xj∈Rm(j,s)

yi, x ∈ Rm,m = 1, 2

（3）继续对两个子区域调用步骤（1），（2），直至满足停止条件。
（4）将输入空间划分为 M 个区域 R1,R2,…Rm，生成决策树：

f(x) =
M∑

m=1

ĉmI(x ∈ Rm)

分类树生成

分类树用基尼指数选择最优特征，同时决定该特征的最优二值切分点。

定义 5.4（基尼指数）分类问题中，假设有 K 个类，样本点属于第 k 类的概率为 pk，则概率分布
的基尼指数定义为

Gini(p) =
K∑

k=1

pk(1− pk) = 1−
K∑

k=1

p2k (4.6)

对于二类分类问题，若样本点属于第 1 个类的概率是 p，则概率分布的基尼指数为

Gini(p) = 2p(1− p) (4.7)

对于给定的样本集合 D，其基尼指数为

Gini(D) = 1−
K∑

k=1

(
Ck

|D|

)2

(4.8)

这里，Ck 是 D 中属于第 k 类的样本子集，K 是类的个数。
如果样本集合 D 根据特征 A 是否取某一可能值 a 被分割成 D1 和 D2 两部分，即

D1 = {(x, y) ∈ D|A(x) = a}, &D2 = D −D1
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图 4.2: 二类分类问题中基尼指数 Gini(p)、熵（单位比特）之半和分类误差率的关系

则在特征 A 的条件下，集合 D 的基尼指数定义为

Gini(D,A) =
|D1|
|D|

Gini(D1) +
|D2|
|D|

Gini(D2) (4.9)

基尼指数 Gini(D) 表示集合 D 的不确定性，基尼指数 Gini(D,A) 表示经 A ＝ a 分割后集合 D 的
不确定性。基尼指数值越大，样本集合的不确定性也就越大，这一点与熵相似。

图7.1显示二类分类问题中基尼指数 Gini(p)、熵（单位比特）之半 1
2
H(p) 和分类误差率的关系。横

坐标表示概率 p，纵坐标表示损失。可以看出基尼指数和熵之半的曲线很接近，都可以近似地代表分类
误差率。

算法 5.6（CART 生成算法）
输入：训练数据集 D，停止计算的条件；
输出：CART 决策树。
根据训练数据集，从根结点开始，递归地对每个结点进行以下操作，构建二叉决策树：

（1）设结点的训练数据集为 D，计算现有特征对该数据集的基尼指数。此时，对每一个特征 A，对
其可能取的每个值 a，根据样本点对 A ＝ a 的测试为“是”或“否”将 D 分割成 D1 和 D2 两部分，利
用式（5.25）计算 A ＝ a 时的基尼指数。
（2）在所有可能的特征 A 以及它们所有可能的切分点 a 中，选择基尼指数最小的特征及其对应的

切分点作为最优特征与最优切分点。依最优特征与最优切分点，从现结点生成两个子结点，将训练数据

集依特征分配到两个子结点中去。

（3）对两个子结点递归地调用（1），（2），直至满足停止条件。
（4）生成 CART 决策树。
算法停止计算的条件是结点中的样本个数小于预定阈值，或样本集的基尼指数小于预定阈值（样本

基本属于同一类），或者没有更多特征。
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CART 剪枝

CART 剪枝算法从“完全生长”的决策树的底端剪去一些子树，使决策树变小（模型变简单），从
而能够对未知数据有更准确的预测。CART 剪枝算法由两步组成：首先从生成算法产生的决策树 T0 底
端开始不断剪枝，直到 T0 的根结点，形成一个子树序列 {T0�T1,…, Tn}；然后通过交叉验证法在独立的
验证数据集上对子树序列进行测试，从中选择最优子树。

1．剪枝，形成一个子树序列在剪枝过程中，计算子树的损失函数：

Ca(T ) = C(T ) + a|T | (4.10)

其中，T 为任意子树，C(T) 为对训练数据的预测误差（如基尼指数），|T| 为子树的叶结点个数，
a ≥ 0 为参数，Ca(T ) 为参数是 a 时的子树 T 的整体损失。参数 a 权衡训练数据的拟合程度与模型的
复杂度。

对固定的 a，一定存在使损失函数 Ca(T ) 最小的子树，将其表示为 Ta。Ta 在损失函数 Ca(T) 最小
的意义下是最优的。容易验证这样的最优子树是唯一的。当 a 大的时候，最优子树 Ta 偏小；当 a 小的
时候，最优子树 Ta 偏大。极端情况，当 a ＝ 0 时，整体树是最优的。当 a→∞ 时，根结点组成的单
结点树是最优的。

Breiman等人证明：可以用递归的方法对树进行剪枝。将 a从小增大，0 = a0 < a1 < ... < an < +∞，
产生一系列的区间 [ai, ai+1), i = 0, 1,…, n 剪枝得到的子树序列对应着区间 a�[ai, ai+1), i = 0, 1,…, n 的
最优子树序列 {T0�T1,…, Tn}，序列中的子树是嵌套的。

具体地，从整体树 T0 开始剪枝。对 T0 的任意内部结点 t，以 t 为单结点树的损失函数是

Ca(t) = C(t) + a (4.11)

以 t 为根结点的子树 Tt 的损失函数是

Ca(T ) = C(Tt) + a|Tt| (4.12)

当 a ＝ 0 及 a 充分小时，有不等式
Ca(Tt) < Ca(t) (4.13)

当 a 增大时，在某一 a 有
Ca(Tt) = Ca(t) (4.14)

当 a 再增大时，不等式（16）反向。只要 a = C(t)−C(Tt)
|Tt|−1

，Tt 与 t 有相同的损失函数值，而 t 的结
点少，因此 t 比 Tt 更可取，对 Tt 进行剪枝。

为此，对 T0 中每一内部结点 t，计算

g(t) =
C(t)− C(Tt)

|Tt| − 1
(4.15)

它表示剪枝后整体损失函数减少的程度。在 T0 中剪去 g(t) 最小的 Tt，将得到的子树作为 T1，同

时将最小的 g(t) 设为 a1。T1 为区间 [a1, a2) 的最优子树。

如此剪枝下去，直至得到根结点。在这一过程中，不断地增加 a 的值，产生新的区间。
2．在剪枝得到的子树序列 T0, T1, ..., Tn 中通过交叉验证选取最优子树 Ta
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具体地，利用独立的验证数据集，测试子树序列 T0, T1, ..., Tn 中各棵子树的平方误差或基尼指数。

平方误差或基尼指数最小的决策树被认为是最优的决策树。在子树序列中，每棵子树 T1, T2, ..., Tn 都对

应于一个参数 a1, a2, ..., an。所以，当最优子树 Tk 确定时，对应的 ak 也确定了，即得到最优决策树 Ta。

现在写出 CART 剪枝算法。
算法 5.7（CART 剪枝算法）
输入：CART 算法生成的决策树 T0；

输出：最优决策树 Ta。

（1）设 k ＝ 0，T = T0。

（2）设 a = +∞ 。
（3）自下而上地对各内部结点 t 计算 C(Tt)，|Tt| 以及

g(t) =
C(t)− C(Tt)

|Tt| − 1

a = min(a, g(t))

这里，Tt 表示以 t 为根结点的子树，C(Tt) 是对训练数据的预测误差，|Tt| 是 Tt 的叶结点个数。

（4）自上而下地访问内部结点 t，如果有 g(t) ＝ a，进行剪枝，并对叶结点 t 以多数表决法决定其
类，得到树 T。
（5）设 k = k + 1, ak = a�Tk = T。

（6）如果 T 不是由根结点单独构成的树，则回到步骤（4）。（7）采用交叉验证法在子树序列
T0, T1,…, Tn 中选取最优子树 Ta。

4.2 随机森林模型

随机森林建立一个大量的“de correlated trees”，然后将这些模型平均。运用了 bagging 算法的思
想。最终集成的模型的偏误和每个单独的树模型的偏误是一致的，是 i.d.(同分布，但不一定是独立分
布）的。但是误差会降低。

4.2.1 随机森林模型算法

随机森林算法：

1. 假设树的数量/重复训练的次数为 B, 对于 b = 1 到 B

(a) 从训练集中随机提取容量为 N 的 boostraped 样本 Z∗

(b) 在每一个节点，重复以下过程，构造一个随机森林树 Tb，直至使节点包含的样本数达到最小值

nmin。

• 随机从 p 个特征变量选取 m 个特征变量。

• 从 m 个变量中选取最佳的变量/分裂点（split-point）

• 将每个节点拆分为两个子节点

2. 输出形成的树 {Tb}B1。
计算新的点 x 处的预测值
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回归:f̂B
rf (x) = 1/B

∑B
b=1 Tb(x)

分类：ĈB
rf (x) = majority vote{Ĉb(x)}

B

1

m决定了降维的力度，典型的设置标准是，在回归树中 m = ⌊p/3⌋，在分类树中，m = ⌊√p⌋。nmin

保证每个叶子下的样本数不超过 nmin。

确定节点分裂参数方法的简要解释：将一棵树表示为

T (x; θ) =
J∑

j=1

γjI(x ∈ Rj)

其中参数 θ = {Rj , γj}。J 通常被视为一个元参数。最终目标是通过最小化经验风险

θ̂ = arg min
θ

J∑
i=1

L(yi, T (xi; θ))

来找到这些参数。这是一个复杂的组合优化问题，通常寻求近似的次优解。优化问题分为两部分：

1. 给定 Rj，寻找 γj：鉴于 Rj，通常设定 γ̂j = ȳj，即落在区域 Rj 中的 y 的平均值。对于分类树，

γ̂j 是落在区域 Rj 中的观测的模型类别。

2. 寻找 Rj：这部分较为复杂，我们通常找到近似解。请注意，找到 Rj 也涉及估计 γj。一个典型

的策略是使用贪婪的自上向下递归划分算法来找到 Rj 有时还需要使用一个更平滑、更方便的标准来近

似优化 Rj。

Θ̃ = argmin
Θ

N∑
i=1

L̃(yi, T (xi; Θ)).

N 是分裂节点下的所有样本个数，接着给定 R̂j = R̃j，更精确地使用原始标准来估计 γj。

总之，在回归树的随机森林模型中，最终的预测值表示为：

f̂B
rf (x) = 1/B

B∑
b=1

T (x; Θ(b)) (4.16)

θb 表征了随机森林中第 b 棵树，包括分割变量、每个节点的分割点和终端节点的值。

说明 1：样本间是同分布的，因此在理论上，样本拟合值的均值与每次拟合值相同。
说明 2：B 个同分布，方差为 σ2，但不独立，且两两相关性为 ρ 的样本均值的方差为

ρσ2 + (1− ρ)/Bρ2 (4.17)

因此，当 B 足够大，减少样本间相关性越小，可以减少变量均值方差。随机森林通过 bootstrap 抽
样和随机选择分裂变量减小不同树模型间的相关性。

说明 3：直观上，减少 m 将会降低集合中任意两棵树之间的相关性，并因此减少平均值的方差。

Proof：假设 X1, X2, . . . , XB 是同分布的变量，方差 Var(Xi) = σ2 ，任意两个变量 i ̸= j 的相关性
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为 ρ，则任意两个变量间的协方差为 Cov(Xi, Xj) = ρσ2.，B 个变量的均值的方差为:

Var
(

1

B

B∑
i=1

Xi

)
=

1

B2
Var

(
B∑
i=1

Xi

)

=
1

B2

(
B∑
i=1

Var(Xi) +
∑
i ̸=j

Cov(Xi, Xj)

)

=
1

B2

(
Bσ2 +B(B − 1)ρσ2

)
=

1

B
σ2 +

B − 1

B
ρσ2

= ρσ2 +
1− ρ

B
σ2.

4.2.2 随机森林的细节

袋外样本（out-of-bag samples）

袋外样本指不在抽样样本中的样本。在随机森林中，可以计算这些样本基于当前树模型的预测误差，

即 OOB 损失。该估计约等于 N 折交叉验证误差，因此在随机森林中，无需再进行交叉验证或选择单
独的测试集进行测试，就可以获得预测/测试误差的无偏估计量。即：

errOOB = 1/n
n∑

i=1

L[yi, f̂
(i)
rf (xi)] (4.18)

f̂
(i)
rf (xi) = 1/Bi

∑
b∈Θi

Tb(xi) (4.19)

其中 (xi, yi)为不在 bootstrap样本中的点,Bi 为不包含该样本的抽样集合的总个数，即不包含该样

本的树模型的总个数，Θi 为不包含该样本的抽样序数的集合，n 为样本总数，或不在所有抽样样本中的
样本点的总数。

注：每个样本不被取到的概率为 ((N − 1)/N)N，当样本量等于 1000，这个概率约等于 %36.8，因

此对于每棵树，大约 1/3 样本没有选到。因此每个样本大约不在 1/3 的树中。

算法详细说明如下：

• 对于每个样本 xi，找出没有使用 xi 作为训练数据的树的集合，记为 Θi。

• 使用集合 Θi 中的每棵树对样本 xi 进行预测，并取这些预测的平均值（对于回归问题）作为样本

xi 的 OOB 预测。

• 计算每个样本 xi 的真实值 yi 与 OOB 预测值之间的误差。

• 将所有样本的误差平均（或求和）得到 OOB 误差。
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变量重要性图

方法 1：计算 split-criterion 的改进值
方法 2：使用 OOB 样本计算第 j 个样本对预测准确度的改进度。具体来说，记录 OOB 样本在第

bi 个树下的预测误差，然后在保持其他变量不变的情况下，随机置换第 j 个变量在不同样本的值，重新
计算预测精度，并计算预测精度的下降程度。对每一个树模型都重复该过程，计算第 j 个变量导致的平
均下降精度。基于每个变量的计算结果，衡量变量重要性。

相比较第一种，第二种种方法计算出的样本重要性分布较为平均。

邻近性图 (Proximity Plots)

随机森林的变量邻近性（Proximity）衡量随机森林中两个样本在同一决策树叶节点（即决策树的
终点）上出现的频率。如果两个样本在同一决策树的叶节点上结束得更频繁，它们的邻近性就更高。这

项功能被认为是随机森林的“亮点”。

步骤如下：

• 训练随机森林模型。

• 对于每个决策树，在每个叶节点上，记录结束于该节点的所有训练样本。

• 初始化一个邻近性矩阵，其大小为训练样本数乘以自身，矩阵的初始值为零。

• 对于每个决策树中的每个叶节点，更新邻近性矩阵。对于结束于同一叶节点的样本对 i 与 j，将邻

近性矩阵中的元素 Proximity(i, j) 和 Proximity(j, i) 的值增加 1。

• 最后，将邻近性矩阵的每个元素除以决策树的数量，以获得平均邻近性。

Proximity(i, j) = Proximity(j, i) = 1

|Trees|
∑

t∈Trees
[leaf(i, t) = leaf(j, t)] (4.20)

leaf(i, t), leaf(j, t) 表示样本 i 与样本 j 在决策树 t 中最终归于的叶节点。

使用多维尺度分析方法等可以将多维的邻近性矩阵降维至 2 维或 3 维，进而将其映射在坐标系中，
进行可视性观测。测度变量间的邻近性可以用于数据降维、异常值检测、缺失值填补等。

随机森林和过拟合

1）随机森林的鲁棒性
在有效变量较少时，在每个分裂点，有效变量被选择的机会会变小，随机森林表现会变差，但不会

太差。并且，对于存在较多噪声变量的情况，随机森林方法仍然有强健的效果，因为即使在噪声变量较

多的情况下，有效变量个数增加带来的效果增益仍然较高。整体上有较好的性能。

2）随机森林的过拟合
随机森林一般不会过拟合，增加 B 也不会过拟合。完全生长的树可能会导致过度拟合和不必要的

方差。适度控制树的深度可以避免这一点。
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4.2.3 随机森林的分析

分析模型性能需要分析两个方面，一是模型的偏误，也就是使用模型进行多次拟合，拟合效果的均

值与真实值的差距，衡量拟合效果的准确性。二是模型的方差，也就是使用模型进行多次拟合，拟合效

果的方差，衡量拟合的稳定性。此外，随机森林模型的核心是去相关，因此分析随机森林的去相关效应

和方差与偏误的特征。

方差和去相关效应

随机森林回归树的极限形式为：

f̂rf (x) = EΘ|Z [T (x; Θ(Z))] (4.21)

则对于点 x 的预测结果的方差为：

Varf̂rf (x) = ρ(x)σ2(x) (4.22)

其中，ρ(x) 是平均过程中使用的任意一对树的抽样相关性为

ρ(x) = corr[T (x; Θ1(Z)), T (x; Θ2(Z))] (4.23)

Θ1(Z),Θ2(Z) 是从随机样本 Z 生成的森林树中随机抽取的一对树。
σ2(x) 是任意一个随机树的抽样方差，对相同的点使用不同的训练数据集来训练模型，预测会有多

少变异。衡量聚合中用到的所有单个模型的点预测的不确定性。

σ2(x) = Var[T (x; Θ(Z))] (4.24)

对于相关性，如图7.2，特征变量个数越多，不同树模型的相关性越大1。

该方差可以分解为训练样本 Z 的组间方差和组内方差：

VarΘ,Z [T (x; Θ(Z))] = VarZ [EΘ|Z [T (x; Θ(Z))]] + EZ [VarΘ|Z [T (x; Θ(Z))]] (4.25)

Total Variance = VarZ [f̂rf (x)] + within-Z Variance

组间方差 VarZ [EΘ|Z [T (x; Θ(Z))]] 表示在创建随机森林聚合模型过程中由于抽样不同导致的方差，

也是随机森林模型整体的方差。可以理解为对于每个训练样本，将其基于不同特征变量预测得到预测均

值看作该样本预测值时，不同样本预测值的方差。组间方差随着 m 的减小而减小。一种理解是 m 减
小，分裂深度减小，不同样本的分裂差异减小。

组内方差 EZ [VarΘ|Z [T (x; Θ(Z))]] 表示构建随机森林时固有的随机化导致的方差，也就是即使是相

同的样本，也会由于分裂时的特征变量不同，导致预测结果不同，产生的预测方差。组内方差随着 m 减
小而增大。一种理解是，随着 m 的减小，样本可利用信息减小，分裂结果的方差增大。重点考虑特征
变量抽样。

由图5.21左侧，单个树模型的预测方差随 m 增大的变化程度较小。由图5.21右侧，由于降低了不同
树模型间的相关性，聚合模型的方差比单个模型的方差小。

1图7.2是基于模拟方程 Y = 1√
50

∑50
j=1 Xj + ϵ（其中 Xj , ϵ 独立且服从高斯分布），生成的 500 个容量为 100 的训练样本集，和一个容量为

600 的测试集得到的结果，相关性代表了 600 个测试点的相关性统计情况，单个模型方差代表了 600 个点的平均预测方差。注意：这部分提到
的相关性是理论上的相关性，是从总体反复抽样得到的不同样本和其产生的分裂特征估计的模型间的相关性，不是一次计算中，不同 bootstrap
模型间的相关性
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图 4.3: 随机森林回归算法的树间相关性与特征变量个数关系图

图 4.4: 随机森林模型方差与偏误解析图
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PS1：由方差分解公式，一个随机变量的总方差可以分解为给定另一个随机变量时的条件方差的期
望，加上这个条件期望本身的方差，即：Var(X) = E[Var(X|Z)] +Var[E(X|Z)]

proof：
Var(X) = E[(X − E[X])2]

= E[(X − E[X|Z] + E[X|Z]− E[X])2]

= E[(X − E[X|Z])2] + E[(E[X|Z]− E[X])2] + 2E[(X − E[X|Z])(E[X|Z]− E[X])]

= E[(X − E[X|Z])2] + E[(E[X|Z]− E[X])2]

= Var[E(X|Z)] + E[Var(X|Z)]

注意，E[(X −E[X | Z])(E[X | Z]−E[X])] 关于 Z 的条件期望为 0，因为 E[X | Z]−E[X] 关于 Z

的期望值是 0。
PS2：此外，可以证明成对随机森林树在点 x 的采样相关性由下式给出：

ρ(x) =
VarZ [EΘ|Z [T (x; Θ(Z))]]

VarZ [EΘ|Z [T (x; Θ(Z))]] + EZ [VarΘ|z[T (x; Θ(Z))]]
(4.26)

证明过程如下：

ρ = corr [T (x; Θ1(Z)) , T (x; Θ2(Z))]

=
Cov (T (x; Θ1(Z)) , T (x; Θ2(Z)))√

Var (T (x; Θ1(Z)))Var (T (x; Θ2(Z)))

=
EZ
[
CovΘi|Z (T (x; Θ1(Z)) , T (x; Θ2(Z)))

]
+ CovZ

[
EΘ1|ZT (x; Θ1(Z)) , EΘ2|ZT (x; Θ2(Z))

]√
EZ
[
VarΘ1|Z T (x; Θ1(Z))

]
+VarZ

[
EΘ1|ZT (x; Θ1(Z))

]√
EZ
[
VarΘ2|Z T (x; Θ2(Z))

]
+VarZ

[
EΘ2|ZT (x; Θ2(Z))

]
因为 T (x; Θi(Z)) 的自助采样和特征采样分别是独立同分布的，则

CovΘi|Z [T (x; Θ1(Z)) , T (x; Θ2(Z))] = 0

且

EΘ1|ZT (x; Θ1(Z) = EΘ2|ZT (x; Θ2(Z))

VarΘ1|Z T (x; Θ1(Z)) = VarΘ2|Z T (x; Θ2(Z))

则分子只剩下第二项，分母的两个因子实际上相等，于是

ρ =
VarZ

[
EΘ|ZT (x; Θ(Z))

]
VarZ

[
EΘ|ZT (x; Θ(Z))

]
+ EZ VarΘ|Z[T (x; Θ(Z))]

证毕.

偏误

在随机森林中，预测偏误和任意一个单独模型的预测偏误相同：

Bias(x) = µ(x)− EZ f̂rf (x) = µ(x)− EZEΘ|Z [T (x; Θ(Z))] (4.27)

由图5.21，预测偏误随特征个数的增加而减小。一种理解是，单棵树的分裂点越多，分支越精细，预
测偏误越小。最优的结果是在减小偏误和减小预测误差之间的平衡。

总之：减小特征个数 m，树的相关性降低，预测方差降低，树的分类能力也会相应的降低，导致预
测偏误增加；增大 m，则相反。关键问题是如何选择最优的 m（或者是范围），这也是随机森林唯一的
一个参数。
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4.3 强预测变量与目标随机森林 TRF

此部分主要讲解的是《Targeting predictors in random forest regression》文章的内容。该文章 2023
年发表于期刊 International Journay of Forecasting，主要说明了对于随机森林方法，使用强预测变量
进行预测的最终的预测效果要强于不做变量选择的模型。这篇文章通过从概率数学理论方面进行推导，

得到了对该命题理论上的证明。

4.3.1 前提

假设样本空间 X = [0, 1]p, 回归函数 f(·) 形式为：

f(x) = g(xsu), x ∈ [0, 1]p (4.28)

其中 g(xsu) 为可测函数 g : [0, 1]s → R，子集 su ⊆ [p],xsu = (x(i))i∈su，s = |su| 且远小于 p。
假设：

(A1) 数据 Sn = {(X1, Y1), ..., (Xn, Yn)} 是遍历的序列；
(A2) 输入向量 X 在 [0, 1]p 上是均匀分布；

(A3) 回归函数是线性的 f(x) = β0 +
∑

i∈su βix
(i)

假设 (A1) 确保实证均值收敛到理论，该假设条件普遍在大部分的统计过程中成立。假设 (A2) 在
非参数模型中比较经典。假设 (A3) 是为了简化说明。
在以上假设中，su = {i : βi ̸= 0}，其中，f(·) 是可加的，即 f(x) =

∑
i∈su fi(x

(i))。累加回归树

CART 框架在分类与回归标准下是十分普遍的。给定一个节点 A 的树，当样本足够大时，节点 A 中的
杂质将会渐进减少，除非 f(·) 为常数。

4.3.2 对强预测元分离的概率

考虑初始时是否对变量筛选对分离概率的影响。设一个初始集 A ⊆ [p]，且 a := |A| 作为树的先验
设置。su ⊆ A ⊂ [p]。给定一个树，固定一个节点 A ⊆ [0, 1]a，挑选随机变量 m(a) ≤ a 来对 A 的随机

子集 MA
try 进行分割。，令 ρn(A) 为从 A 中区分出强预测元的概率。令 s(a) = |A ∩ su| 为 A 中的强预

测元数量，当 s(a)≪ a，此时 m(a) 可能被调整的足够小以保证 ρn(A) < 1 并降低了树的多样性，导致

了 RF 估计的方差下降。
另一方面，为了避免严格有偏的树，在设置分离方向时不能简单地随机选择，强预测元应当在绝大

部分时间被选择，即 ρn(A)≫ s(a)
a
，这意味着 m(a) 不应该被挑选的太低。

此处要证明 (1)仅仅提高m(a)并不能确保 ρn(A)变得足够大；(2)使用合适的目标可以增加 ρn(A)。

当 ρn(A)很难直接确定时，可以根据它的边界来确定。令 L∗ 表示 CART目标函数的全体对象，表
示为：

L∗(i, τ, A) = V arA(Y )− PA(X
(i) ≤ τ)V arA(Y |X(i) ≤ τ)− PA(X

(i) > τ)V arA(Y |X(i) > τ) (4.29)

其中 A 表示 {X ∈ A}，并定义：

δn(A) = supi∈A,τ∈A(i) |Ln(i, τ)− L ∗ (i, τ)| (4.30)

C∗(A) = supi∈MA
try∩su,τ∈A(i)L∗(i, τ) (4.31)
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其中，函数 δn(A) 表示降除杂质的有限样本分布，C∗(A) 为在 MA
try 中强预测元的最大的信号（与

CART 准则相关）。
定理 1 强预测元分离的概率 ρn(A) 满足：

P(2δn(A) < C∗(A)) ≤ ρn(A) ≤ P(MA
try ∩ su ̸= ∅) (4.32)

在假设 (A1) 以及 E(|Y |γ) < ∞，其中 γ > 2，则除杂估计的误差可以渐进忽略。并且 δn(A) →p

0, as n→∞，此外，当假设 (A2)，(A3) 满足时，有 ρn(A)→ P(MA
try ∩ su ̸= ∅), n→∞。

其中，δn(A) 足够小或者 C∗(A) 足够大时，则 rhon(A) 下界就足够紧，而设置一个关于 Y 的较为
温和的矩条件是为了保证上界可以被取到。实际上，在证明 ρn(A)→ P(MA

try ∩ su ̸= ∅), n→∞ 上，假
设 (A2)(A3) 并不是严格需要的条件，因为 δn(A)→p 0，只需要：

supτ∈A(i)L∗(τ, i) > 0, ∀i ∈ su (4.33)

控制上界

RF 与 TRF 模型均可以通过选择函数 m(·) 来调节，使得定理 1 中的上界降低。使用超几何分布，
上界可以间接的被计算出来：

P(MA
try ∩ su ̸= ∅) = 1− 1m(a)<a−s(a)

(
a− s(a)

m(a)

)
/

(
a

m(a)

)
(4.34)

其中 a相比与 s(a)足够大，合理选择 m(a)可以确保上界不会太大。然而，在小样本条件下，ρn(A)
显著小于这个上界，因此，除了选择 m(a) 函数，仍需要采取其他的措施（目标选择）。

控制下界

目标预测元也可用于提升定理 1 中的下界。给定 MA
try，C∗(A) 确定，且对于某些 f(·) 形式是可以

被间接计算的。例如，当满足假设 (A3) 时，可以证明：

C∗(A) =
1

16
supi∈MA

try∩suβ
2
i Leb(A

(i))2 (4.35)

其中 A = A(1) × ...×A(p) 是分离的节点，且 A(i) 是相应的第 i 个预测元可行的区间。总体上，有
C∗(a) ≤ supi∈A,τ∈A(i)L∗(i, τ), 等式右边独立于 m(a)，且对于某些回归方程是任意小的，即使固定 A 和
Var(f(X))，这意味着对于下界，m(a) 的作用有限。此时，δn(A) 不得不考虑进来。这个函数可以通过缩

小样本集 B 来降低数值。此外，对于 A, B,C∗ 是一样的，因此这个下界就提升了。这意味着 ρn(B) 相

比于 ρn(A) 有更小的边界。因此，具有更小的条件集 B 表现是优于集 A 的。

观点 1 令 A, B ⊆ [p] 有 δn(B) ≤st δn(A) 且 C∗(A) ≤st C
∗(B)，有：

P(2δn(A) < C∗(A)) ≤ P(2δn(B) < C∗(B)) (4.36)

特别地，当使用 A 作为目标集时，有 C∗([p]) ≤ C∗(A)。

条件 δn(B) ≤st δn(A) 意味着 B ⊆ A，在合适的假设下，可以使用极值理论的近似关系：

P(δn(A) ≥ x) ≈ aP(Zn ≥ x) (4.37)
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其中，s(a)≪ a≪ n，且某些随机变量 Zn 并不依赖于 A，
考虑一种情况，当所有的方向都是可行的（m(·) 是恒等映射），且 B 包含与 A 同等的强方向，这

说明 C∗(A)、C∗(B) 被确定且有 C∗(A) = C∗(B) = C∗ 且 A 代表的是一个没有从原始集 [p] 中消除非

目标集的目标集，此时目标增加 ρn 的下界。若使用逼近方法，则有：

P(2δn(A) < C∗)− P(2δn([p]) < C∗) ≈ (p− a)P(2Zn ≥ C∗) (4.38)

因此，目标预测元的随机森林方法提升了分离强预测变量的概率的下界，近似线性与抛弃的弱预测

元的数量。因此，这表明目标随机森林 TRF 在高维的设定中要优于一般的随机森林方法。

4.3.3 树的强度

给定数据 Sn, 一般的具有 L 叶的预测树 ˆfL,n(x) 的形式为：

ˆfL,n(x) =
L∑

i=1

Yn(Ai,n)1Ai,n
(x), x ∈ [0, 1]p (4.39)

同时，考虑另一个集合 B 为 [0, 1]p 的子集，相比 A 仅包含强预测元。此时，记为：

˜fL,n(x) =
L∑

i=1

Yn(Bi,n)1Bi,n
(x(1)), x ∈ [0, 1]p (4.40)

文章评价了 ˜fL,n 以及 ˆfL,n，其中 L ≪ n, 文章假设 (Ai,n)
L
i=1 可以进行理论最优化。(Ai,n)

L
i=1 =

(AL
i,n)

L
i=1 可以从起始步骤 A1

1 = [0, 1]p, 并通过以下步骤进行循环：
(1) 对于 k < L，令 M

(k)
try 作为 [p] 由规模 m 的随机选择的子集

(2) 选择一个 (Ak
i )

k
i=1 节点 A，若 M

(k)
try ∩ su ̸= ∅，第 k 个分割 (i∗, τ∗) 是由优化式 (3) 来获得。

(3) 分割 (Ak+1
i )k+1

i=1 与 (Ak
i )

k
i=1 的做法相同，而 A 不同，在给定 (i∗, τ∗)，A 是从 A ∩ {x : x(i∗) ≤ τ∗}

以及 A ∩ {x : x(i∗) > τ∗} 分割.
根据定理 1，可知分离强预测元的概率 ρ 为：

ρ = 1− 1m+s<p

(
p− s

m

)
/

(
p

m

)
(4.41)

其中最优的分割 (i∗, τ∗) 并不唯一，我们决定有一项具体的平局决胜机制生效。我们使用 L∗(·) 来
进行最优化，而不是 Ln(·)，并按照以上步骤进行求解，同时我们规定：
规则 (R) 若 (ij , τj) 是 Ak

j 的最优分割，此时节点的分割为 A = Ak
j∗，其中 j∗ = argmaxjL

∗(ij , τj , A
k
j )

同理，可以获得 (Bi)
L
i=1。其中所有的分割都是位于 su 中。定义最优部分树 f̂L,f̃L:

f̂L(x) =
L∑

i=1

E[Y |X ∈ Ai]1Ai
(x)

f̃L(x) =
L∑

i=1

E[Y |X(1) ∈ Bi]1Bi
(x(1)) (4.42)

定理 2 若假设 (A1)(A3) 成立且分离规则 (R) 成立，则有：

MSE(f̃L) = β2
1

7ι(L)− 7L

48ι(L)3
, L ≥ 1 (4.43)
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图 4.5: 不同叶片数量 L 下 MSE 与 ρ 的关系

MSEΘ(f̃l0+N−l0+1

l0(LN )
) ≥MSEΘ(f̂L) ≥MSEΘ(f̃ι(1+N

l1
)), L ≥ 1 (4.44)

ι(x) = 2⌊log2(x)⌋

ι(x) = 2⌈log2(x)⌉

其中 Θ = (M
(1)
try , ...,M

(L−1)
try ),N =

∑L−1
k=1 1{M(k)

try∩su ̸=∅} 以及 li = min{k : 1{M(k)
try∩su ̸=∅} = i}

令 g0(x, y) = MSE(f̃ι(y+ x−y+1
y(L−x)

))，以及 g1(x, y) = MSE(f̃ι(1+ x
y ))，根据定理 2，可得推论 1：

推论 1 在定理 2 的条件下，

E[g0(N, l0)] ≥MSE(f̂L) ≥ E[g1(N, l1)] (4.45)

其中 (N, l0)，(N, l1) 的概率质量函数可得：

P(N = n, l0 = k) =


ρk−1(1− ρ)Bin(n+ 1− k;L− 1− k, ρ) if n ∈ (0, L− 1)&k ∈ [1, n+ 1]

ρn(1− ρ)L−1−n, if n ∈ [0, L− 1]&k = 1

0, otherwise


P(N = n, l1 = k) =


ρ(1− ρ)k−1Bin(n− 1;L− 1− k, ρ) if n ∈ (0, L− 1)&k ∈ [1, L− n]

ρn(1− ρ)L−1−n, if n ∈ [0, L− 1]&k = 1

0, otherwise


其中 Bin(k : n, ρ) =

(
n

k

)
ρk(1− ρ)n−k 表示伯努利分布

可以得到 ρ 与 MSE 之间的关系。如图5.20。
其中 MSE 是位于上界与下界包围的灰色区域内部的一点，由图5.20可知，叶片数量 L 对不同预测

强度的变量的 MSE 上界和下界有着非常明显的影响。当 L = 4 时，MSE 的边界非常紧凑，当 L = 8
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时 MSE 的整体范围发生较大改变。因此，对树的叶片数量的设置将会影响随机森林模型 MSE 的整体
区域的边幅，但是不会影响文章的关键结论，即变量选择（筛选出强预测元）将会提升随机森林方法的

预测能力。

4.4 贝叶斯累加回归树 BART

4.4.1 简介

BART 是一种决策树模型，和梯度提升树相似，BART 模型是很多 CART 树之和，但不同之处在
于：

BART 是通过一个正则化先验来弱化个体决策树 BART 属于概率模型，模型的训练使用传统的参
数估计方法迭代方式不同，BART 使用了贝叶斯 backfitting 方法 BART 的每棵树只负责预测“一小部
分”，且只对自己负责的“部分”进行残差拟合，而 boosting 算法中每棵树负责拟合整体的残差。模型
基本形式 BART 模型有两个要点，一是模型的基本形式是多个 CART 决策树之和 (sum-of-trees)，二
是模型对参数的先验进行了正则化（regularization prior），下面分别给出解释。

4.4.2 树的汇总

考虑一个回归问题。我们有 n 个样本数据，每个数据的维度是 p，用 nxp 矩阵 X 表示，nx1 向量
Y 为因变量。
先给出 BART 模型的具体形式：

Y = f(X) + ε ≈ TM1
1 (X) + ...+ T1mMm(X), ε ∼ Nn(0, σ

2In) (4.46)

其中，ε 是 nx1 向量表示高斯噪声，m 是 CART 树的个数，TMi

i (X) 表示第 i 个 CART 树的结构
（也就是树的形状，以及所有内部节点的划分维度和划分规则），Mi 表示第 i 个 CART 树的所有叶子
结点的参数（也就是每个叶子结点上的预测值），bi 表示第 i 个 CART 树叶子结点的个数。
由此对每个 i，TMi

i 就代表了一个 CART 树预测器，我们的 BART 其实就是用这 m 个 CART 树
分别作完预测后，再求和得到最终的预测，这就是所谓的 sum-of-tree 模型。BART 的关键就是如何构
造这些 CART 树。
说 CART 树略有不妥，准确说应该是更一般的二叉回归树，后面可以看到，两者在生成方式上有

很大的区别。

4.4.3 正则化先验

我们的模型参数是 T1,M1, ..., Tm,Mm, σ2

对参数做正则化的先验，一方面是为了防止某棵树生长过大而占据预测的主导地位，从而失去了建

立这种可加树模型的意义。（可加树模型的初衷就是因为单棵树很容易出现过拟合的现象），另一方面是

便于计算，这在后面的推导中可以看出。

正则化先验分为 5 个部分：
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独立性和对称性

首先我们假设每棵树之间是相互独立的，且均与方差 σ 独立。

P(T1,M1, ..., Tm,Mm, σ2) = [
∏

P(Tt,Mt)]P(σ2) (4.47)

同时假设，在给定树的具体结构的条件下，数的叶子结点的预测值之间是相互独立的。

P(Mt|Tt) =
∏
l

P(µt,l|Tt) (4.48)

这样我们就可以把参数的先验分布改写成

P(T1,M1, ..., Tm,Mm, σ2) = [
∏

P(Mt|Tt)]P(σ2) =
∏
t

∏
l

P(µt,l|Tt)P(Tt)P(σ2) (4.49)

通过这个独立性假设，我们可以把问题简化为只需分别设计 P(Tt)P(Mt)P(σ2) 的先验即可。

P(Tt) 的先验

这个先验指的是对树的形状以及树的划分准则，其中划分准则包括内部节点的划分变量（选择哪个

特征做划分）和划分值（切在哪个位置）的先验。注意在讨论 P(Tt) 时，不考虑树的叶子结点上的预测
值，那是 P(Mt|Tt) 要干的事，我们后面会另外给出。

首先是树的形状的先验。我们考虑二叉树 Tt 的生成方式，是从根结点出发，对每个非叶子结点 η ，

每次按某个的概率 psplit(ηt, Tt) 判断是否要继续向下生长出左右两个叶子结点。
一个很自然的想法是，对于所有的节点 η，都取成同一个值，比如 α，也就是不管哪个节点，向下继

续划分的概率都是相同的。这当然是可以的，毕竟我们现在在做的事是确定参数的先验，这可以是非常

主观的。但是这样的先验其实并不是很好，因为这隐含了一个不太合理的假设，就是所有拥有 n+1 个
叶子结点的二叉树出现的概率是一样的（一共有 Cn 种），都是 αn(1− α)n+1（注意，有 n+1 个叶子结
点的二叉树一定有 n 个内部节点，可以用归纳法证明）。这导致了我们生成的二叉树的形状不太好控制，
但我们其实是希望生成的二叉树尽量的” 平衡” 一些，也就是叶子结点所在的层数不要差太大。
根据 CGM98 这篇文章，我们定义每个结点向下生长的概率为该结点所在深度 dη 的函数（比如根

节点对应的深度就是 0，根结点的孩子结点对应的深度是 1，以此类推）。具体的，

psplit(ηt, Tt) = α(1 + dη)
−β (4.50)

其中 α ∈ [0, 1],β ∈ [0,+∞]

在这个先验假设下，通过设置合理的超参数 α, β，我们既可以保证各个叶子结点的深度不会相差太

多，同时又能控制树的深度不会太深。注意是模型的超参数，是可以根据问题自行调整的。

在 CGM98 文章里，作者给出了超参数 α, β 取不同值的时候，叶子结点数的分布，如下图6.2所示。
因为 BART 模型希望每棵树都是一个弱学习器，也就是不希望单棵树生长得太深，或者说不希望

叶子结点数量太多，所以第四幅图是比较符合我们的要求的（对应参数 (α, β) = (0.95, 1.5)，叶子结

点个数的均值为 2.9）。在 BART 的原始论文 Chipman et al. (2010) 中，作者选取了参数默认值为
(α, β) = (0.95, 2)。

在给定了 psplit(η, T ) 之后，我们就能得到生成出各种形状的二叉树的概率分布了。
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图 4.6: α, β 对叶片数量的影响

然后是树的划分准则的先验。所谓树的划分准则，其实是指树的每个内部结点（非叶子结点）的划

分准则。划分准则包括两个部分，划分变量和划分值。

划分变量的选择。我们的数据是 p 维的，所以在为一开始的根节点选择划分特征时，我们一共有 p
种特征可以选择。对于每个特征被选到的先验概率，我们一般就选择均匀分布，也就是说，在为根节点

选择划分特征的时候，每个特征被选到的概率都是 1
p
。对于其他内部节点，可划分的特征数可能会小于

p，这时需要将这些特征排除，然后再按均匀分布选取特征即可。当然，如果你有自己的先验判断，也
可以为每个特征指定不同的被选中概率。比如你事先认为某个特征对最终的预测不太重要，那么你就可

以给这个特征分配一个较低的先验概率，这样的话在为根节点选择划分特征的时候就不太可能选择这个

你认为无关紧要特征。划分值的选择。划分值的先验也是均匀的，也就是在样本对应特征上的取值里均

匀地采样（不去重）。

4.4.4 P(Mt|Tt) 的先验

在给定树的结构 Tt 后，树的每个叶子结点就代表了特征所在的 p 维空间中的一块区域，我们现在
要做的就是为每一个区域（叶子结点）分配一个预测值。

由于 P(Mt|Tt) =
∏

l P(µt,l|Tt)，同时我们假设一开始所有叶子结点上的预测值都是相同的，由此我
们只需指定 P(µt,l|Tt)。
我们的做法是对所有的 t 和 l，节点上预测值的先验都取为：µt,l|Tt ∼ N(µµ, σµ)，其中 µµ, σµ 是待

定的，稍后会给出。

我们来看一下这样的先验假设意味着什么。由于我们的模型得到的最终预测是将 m 棵树的预测值
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相加，那么在这个先验假设下，模型的预测值服从 N(mµµ,mσµ)。注意到，合理的模型的预测应该有

很大的概率落在区间 [ymin, ymax] 内，其中 ymin, ymax 分别表示样本的最小和最大值。由此，我们的参

数 µµ, σµ 可以这样选取：

mµµ − k
√
mσµ = ymin (4.51)

mµµ + k
√
mσµ = ymax (4.52)

其中 k 用来衡量置信度，是模型的超参数。
比如取 k=2，那么上面的式子就表示我们的预测有 95% 的概率落在区间 [ymin, ymax] 内。

通过求解上式，我们得到：

µµ =
ymin + ymax

2m
(4.53)

σµ =
ymax − ymin

2k
√
m

(4.54)

从而最终得到我们对每棵树、每个叶子结点上预测值的先验都是同一个正态分布：

µt,l|Tt ∼ N(
ymin + ymax

2m
, (
ymax − ymin

2k
√
m

)2) (4.55)

为了减小原始数据中的极端值所带来的影响，我们需要对原始数据做一些标准化处理，比如 BART
的原作者就建议把按最大、最小值做线性变换，变换到区间 [-0.5,0.5] 之内，这样的话预测值就服从零
均值的正态分布。在后续推导中，我们都默认已经对 y 做了上述的变换，且：

µt,l|Tt ∼ N(0, σ2
µ), σµ =

1

2k
√
m

(4.56)

我们一般只对 y 做标准化处理，决策树的特点使得我们无需对 x 做标准化处理，这一点需要区别
于神经网络等其他模型。

4.4.5 σ 的先验

由于我们假设了模型残差独立且同分布于零均值，方差 σ 未知的正态分布。我们可以取其共轭先

验分布，即逆伽马分布：

σ2 ∼ InvGamma(
v

2
,
vλ

2
) (4.57)

其中 v 一般取在区间 [3,10] 内，在给定 v 之后，取 λ 使得下面的式子成立：

P(σ2 < σ̂2) = q (4.58)

其中 q 一般选取为 0.75,0.90 或 0.99。一般可以直接取为因变量 y 的方差（也可以取为用 x 对 y 做
线性回归后的残差方差）。上面不等式的意义就是让我们的模型方差有比较高的概率能低于原始数据的

方差（或者低于用线性回归拟合之后的方差）

注意，在 σ 的先验分布里，我们的超参数其实是 v 和 q ，因为 λ 是由 v 和 q 唯一确定的。
BART的作者给出了三组建议的参数超参数取值，如下图所示。图中我们假设 Y本身的方差 σ̂2 = 2。

其中 (v, q) = (10, 0.75) 是比较保守的选择，此时 σ 分布对应的均值大约在 1.5 附近，而且不超过
σ̂2 的概率只有 75%，也就是我们的先验给模型赋予了一个比较大的方差，说明我们一开始对模型预测
结果不是太确信，是比较保守的选择。(v, q) = (3, 0.99) 是比较激进的选择，此时 σ2 分布对应的均值大

约在 0.5 附近，说明我们对模型的预测比较自信。作者建议的默认取值是 (v, q) = (3, 0.9)，介于保守和

激进之间。
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图 4.7: 不同 v, q 设置时 σ 的先验分布

4.4.6 m 的确定

与 boosting 方法不同，BART 模型是确定数量的树之和，因此这个数量也需要提前确定。我们把
m 视为超参数，参数和超参数的区别在于，超参数一旦确定，在模型训练的过程中就不会再改变了。超
参数一般可以通过交叉验证法来确定，也可以直接使用软件包里的默认参数。

这里作者建议 m=200。另外作者还通过实验发现，当 m 从 1 开始逐渐变大时，模型的表现会快速
上升，然后就趋于平缓，但是当 m 大到一定程度后，模型的表现会缓慢地下降。
以上我们给出了模型各个参数的先验分布，同时给出了模型的超参数为 (α, β, k, v, q,m)

4.4.7 算法流程

在给出具体算法流程之前，我们先给出参数更新的方法。

我们需要从后验分布 P(T1,M1, ..., Tm,Mm, σ2|Y ) 中进行采样来作为模型的参数估计，使用的是

MCMC 中的 Gibbs 算法，这是一个迭代的过程。对于 BART 这一类加性模型（additive model）的训
练，我们还要引入贝叶斯 backfitting 的技巧，这一技巧的核心在于，在循环迭代过程中，我们每步只
训练一棵树，每棵树训练时使用的因变量”y” 不再是原来的数据 y，而用 y 减去之前已经采样好的其他
m-1 棵树预测值之和后得到的残差 R。具体地，在训练第 j 棵树时，我们拟合的目标为：

R−j := y −
∑

t∈{1,2,..,m},t ̸=j

TMt(X)
t (4.59)

由此，我们可以给出 Gibbs 算法的参数更新步骤。假设我们共迭代 K 轮，对于第 k 轮迭代，我们
的参数更新顺序如下（为了美观，省去参数所在轮次的角标）：如图6.3
简单给出一些解释。在第 k 轮迭代中，第一步，我们需要在给定滚动残差 R−1 和模型方差 σ 的条

件下来生成 T1，也就是对条件分布 P(T1|R−1, σ
2) 进行采样。

这一步采样需要用到 MCMC 中的 MH 算法，因为我们无法直接从后验密度中采样。这里有很多
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图 4.8: 参数更新顺序

细节，我们知道 MH 算法需要指定一个转移概率，同时需要计算接收概率

r =
P(T |T ∗)
T ∗ |T )

P(T |R, σ)

T ∗ |R, σ)
(4.60)

转移的具体方法其实就是在上一轮迭代的树 T1 的基础上进行一次修改，可以是下面三种的某一个
（作者设置的默认概率分别为 28%、28%、44%，这是超参数。另外，当树生长到无可划分特征的情况下，
GROW 的提议一定被拒绝；当树只剩根节点时，PRUNE 和 CHANGE 的提议一定被拒绝）：
生长（GROW）：将某个叶子结点分裂为两个新的叶子结点
剪枝（PRUNE）：剪去某个叶子结点（包括他的兄弟节点），同时将他的父亲节点置为叶子结点。
改变内部节点划分准则（CHANGE）：对内部节点进行划分准则的修改，作者这里限制只能对那些

孩子结点为叶子结点的内部节点（称为 singly internal nodes）进行划分准则的修改。
作者对这三种转移方式分别进行了计算。这部分推导较为繁琐，详细请参考 bartMachine 的附录。
第二步，我们需要在给定滚动残差 R−1、模型方差 σ2 和在第一步生成的的条件下来生成，这一步

是可以直接对后验采样的，因为我们的似然函数和先验都是正态的，因此后验也是正态分布，均值就是

似然和先验均值的加权平均。

第三步到第 2m 步同理。
最后一步，我们需要在给定模型所有其他参数的条件下来对模型方差 σ2 采样，由于先验是逆伽马

分布，

根据 ε := y −
∑m

t=1 T
Mt(X)
t 容易写出似然函数为方差未知的正态密度的乘积，这样后验也是逆伽

马分布，这一步也是可以直接采样的。

补充一个小细节，实际编程的时候，我们所有的概率计算都要在 log 环境下进行，原因是似然函数
是概率的乘积，很多个概率乘积必然会非常接近 0，因此必须对所有概率取对数。注意：图6.5

最后，我们给出 BART 的算法流程，完整的细节可在 Bayesian Data Analysis、bartMachine 中找
到。如图6.6：
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图 4.9: 树的采样

图 4.10: 贝叶斯累加回归树 BART 的一般流程
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4. 对预热之后的所有模型取平均，得到最终的 BART 模型：

f̂(X) =
1

K − L

K∑
k=L+1

f̂ (t)(X) (4.61)

4.4.8 案例：贝叶斯累加回归树 BART 方法对非参数 VAR 模型的估计

此处以发表在期刊 International Economic Review的一篇文章《Tail Forecasting With Multivariate
Bayesian Additive Regression Tree》为例，详细介绍贝叶斯累加回归树如何进行非参数 VAR 模型进行
估计。

令 {yt}Tt=1 为 M 维宏观经济和金融序列。假设 yt 收到它前 p 期影响，我们获得一个 K = Mp 维

向量记为 xt = (y′t−1, ..., y
′
t−p)

′。假设 yt 与 xt 的关系未知。将模型记为：

yt = F (xt) + ηt (4.62)

ηt = G(zt) + εt, εt ∼ N(0M ,Σt) (4.63)

其中，F : RK → RM , 以及 G : RN → RM 为两个未知的函数 F (xt) = (f1(xt), ..., fM (xt))
′ 以及

G(zt) = (g1(zt), ..., gM (zt))
′。

文章主要介绍了异方差情况（同方差情况可以视为特殊的异方差情况）。时变协方差矩阵 Σt，其中，

假设协方差矩阵 Σt 具有因子随机波动（FSV：可参考 Aguilar 和 West(2000)）:

Σt = ΛΩtΛ
′ +Ht ⇐⇒ εt = Λδt + et, δt ∼ N(0Q,Ωt), et ∼ N(0M ,Ht) (4.64)

其中 Λ 为 M ×Q 因子载荷矩阵 (Q≪M) 以及对角协方差矩阵 Ωt = diag(eu1(wt), ...

, euQ(wt)) 以及 Ht = diag(ev1(wt), ..., evM (wt))，其中 ui, vj : RR → R 为未知的函数，表示误差协方差矩
阵与 R 维协变量 wt，et 在 Q 维因子 δt 条件下可以在 equation-by-equation 估计。这个因子具体来说，
没有被进一步约束（没有识别）。文章主要焦点在于尾部，因此没有将 Λ 和 δt 分开讨论而是从 Σt 排除。

使用贝叶斯累加回归树进行函数学习

令 y·i, x·i, z·i 表示 Y = (y1, ...yT )
′, X = (x1, ..., xT )

′, Z = (z1, ..., zT )
′ 的第 i 列，ε·i = (εi1, ..., εiT )

′，

则非线性模型可写为：

y·i = fi(X) + gi(Z) + ε·i (4.65)

BART 通过树的加总来对 fi, gi 进行近似：

fi(X) ≈
S∑

s=1

lis(X|T f
is , µ

f
is), gi(Z) ≈

S∑
s=1

lis(Z|T g
is, µ

g
is) (4.66)

其中

lis(X|T S
is , µ

S
is) =

bSis∑
n=1

µS
is,nI(X ∈ SS

is,n) (4.67)

其中 I(X ∈ SS
is,n) 为示性函数。SS

is 表示与 {f, g} 相关的集合，µS
is = (µS

is,1, ..., µis,bSis
)′ 维度为 bSis

树函数是由终节点 µj
is 和树结构 T S

is = {SS
is,n}

bSis
n=1。分割为二元分割，{x·j ≤ c} 或 {x·j ≥ c} 对于

j = 1, ...,K，门槛值是从观测值 X 的范围进行选取。
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树的数量 Snum 一般要足够大可以使模型具有一定程度的灵活性，贝叶斯下沉先验可以用来避免过

拟合。

为了解释贝叶斯累加回归树的原理，考虑仅有一个树的模型。模型可写为：

y = l(X|T , µ) + ε. (4.68)

模型的条件均值为：

E(y|x) = l(X|T , µ) =
b∑

n=1

µnI(X ∈ Sn). (4.69)

当模型设置较为简单时，说明条件均值反应出的变异较少，对 y 的波动解释性较差，因此这是一个
弱学习器。因此，可以将多个简单树进行汇总（是由贝叶斯下沉可证）。同时，使用正则化来避免过拟

合。

嵌套模型规范

文章主要聚焦于不同的模型规范在选择 F,G, zt 是有差异的。第一个模型为多变量的非参数 VAR
模型，假设 G(zt) = 0M，模型可缩减为：

yt = F (xt) + εt. (4.70)

这表示 yt, xt 之间的非参数关系，且 zt 对 yt 没有影响。

第二个模型假设 zt = xt,G(xt) 未知且非线性，且 F (xt) 线性且取决于 M ×K 的系数矩阵 A。模
型为：

yt = Axt + g(xt) + εt (4.71)

其中 G(xt) 使用 BART 进行估计。该模型是假设波动率服从非线性关系，文章使用混合 BART 模
型。

若设置 zt = (η′t−1, ..., η
′
t−p)

′ 以及 F (xt) = Axt, 这说明简约形式的波动 ηt 于其滞后项存在非线性

关系。

最后一个模型，文章假设 Σt = Ht 为对角矩阵（其中 0M×Q），这说明波动 εt 为相互独立。则模型

可写为：第一个方程：

y1t = f1(xt) + ε1t (4.72)

y2t = f2(xt) + g2(ε1t) + ε2t (4.73)

yit = fi(xt) + gi(rit) + εit (4.74)

其中 rit = (ε1t, ..., εi−1,t) 为 (i− 1) 维波动向量。

模型的可加异方差性

之前并未谈论 ui, vj 的具体形式以及 wt 的选择，实际上是将 wt = 1 以及 ui, vj 为线性函数，即同

方差模型。文章考虑使用 hBART 模型来构造条件异方差特征，函数 ui, vj 使用 BART 进行近似：

ui(w) ≈
S∑

s=1

lis(w|T u
is , µ

u
is) for i = 1, ..., Q (4.75)



54 第四章 回归树、经典随机森林模型、目标随机森林模型、贝叶斯累加回归树

vj(w) ≈
S∑

s=1

lis(w|T v
is, µ

v
is) for i = 1, ...,M (4.76)

称模型为模型规范（因子）hBART 模型，它假设潜在因子 δt 和测量误差 et 根据 BART 规范是条
件异方差。相比 SV 模型是由对数正态分布控制的序列，该方法更接近（非线性）广义自回归条件异方
差模型 (GARCH)。
选择合适的预测元 wt 是必要的。本文使用 wt = (t, x′

t)
′，该设置不仅可以使模型具有非线性特征，

还使得滞后项不仅影响其条件均值，同时影响其波动率。同时，我们选择的 wt 使得我们可以进行多步

预测误差协方差矩阵。更精确的是，可以通过式（1）式（2）提取提前一步预测分布 yT+1，并计算 HT+2

和 ΩT+2, 根据 wT+2 = (T + 2, ŷ′T+1, y
′
T , ..., y

′
T−p+1).HT+2 同样。

贝叶斯推断

文章使用贝叶斯方法来估计模型。尽管传统方法对于某些非参数方法是有效的，但下沉算法因有助

于进行宏观经济预测更为人所知。文章先验设置与 Huber(2023) 相近。先验设置与树结构 T j
is 和终点参

数 µj
is 相关。Chipman et al. (2010) 与 Chipman et al. (1998) 提供了一种对树结构和终节点参数的基

准先验，该先验对于高维数据以及样本外预测有非常不错的效果。

对树和终结点参数的先验 该先验不是直接作用在树上，而是作用在树产生的随机过程上。这个先验有

三个特点，第一，该先验与非终结点的深度为 d = 1, ... 的节点的生成两个子节点的概率相关。

α

(1 + d)β
(4.77)

其中 α, β 为超参数。

文章设置 α = 0.95, β = 2。有学者推荐该值，认为这种设置可以有效处理高维数据。

第二个特点为该先验与使用分离定律的变量选择相关。此处使用离散均匀分布先验，即暗示了对变

量选择没有先验的偏好。第三点是对分离定律的具体门槛值相关。对此，文章同样使用均匀先验分布设

置分离值的范围。

对于均匀值参数，文章使用独立高斯先验：

µj
is ∼ N(0, ϕj

is), for k = 1, ..., bjis. (4.78)

其中先验协方差 ϕj
is 基于数据来设置。具体形式为：√

ϕj
is,k =

max(zji )−min(zji )

2γ
√
Snum

(4.79)

文章对于所有的先验超参数设置都是相同的。

全条件后验模拟

后验与预测推断使用 MCMC 方法进行抽样。模型参数的后验分布可以（近似）通过 Metropolis–
Hastings (MH) 方法进行获取。
第 i 个方程为：

yit = fi(xt) + gi(zt) + γiδt + eit, eit ∼ N(0, evj(wt)) (4.80)
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升级树 文章使用贝叶斯后向拟合策略（参考 Chipman et al. (2010)），这一步对每个树抽样是取决于在
保持其他 S-1树的条件下进行的。其中令 z̃in = zfi −

∑
n ̸=s lis(X|T

f
is , µ

f
is)，̃z

g
in = zgi −

∑
n ̸=s lis(Z|T

g
is, µ

g
is)，

z̃vin = zvi − sumn ̸=slis(w|T v
is, µ

v
is) 以及 z̃ukn = zuk −∑

n ̸=s lks(w|Tks, µu
ks) 表示排除第 n 个树的偏残差向量。

在偏残差向量 z̃∫in 的条件下 (∫ ∈ {f, g}) 以及潜在误差协方差 hi = (vi(w1), ..., vi(wT )) 全历史的条

件下，从终节点参数 µ∫
is 的边际分布中构造树结构 T

∫
in。

p(T ∫
in|z̃

∫
in, hi) ∝ p(T ∫

in)

∫
p(z̃∫in|T

∫
in, µ

∫
in, hi)p(µ

∫
in|T

∫
in�hi)dµ

∫
in. (4.81)

MH 算法指定了一个转换内核 q(T ∫(a)
in )，以先前接受的树结构为条件，用于生成新树，从四个指定

的不同的概率分布中选择一个进行下一步行动：

生长：生长一个终端节点。这一步随机选择一个终端节点，并将这个节点基于随即分离定律分离成

两个终端节点。这一步被选择的概率为 0.25。
修剪：修建一个终端节点。选择两个终端节点并将它们融合为一个，这一步被选择的概率为 0.25。
改变：随机选择一个内节点，并通过使用分离定律进行分离新的节点。该分离定律随即从分离变量

的先验分布中（离散均匀分布）以及相应的门槛值。这一步被选择的概率为 0.4。
交换：交换一组母节点和子节点。这一步被选择的概率为 0.1。
这四步产生一个树 T ∫∗

in 且其接受概率为：

min(
p(T ∫∗

in |z̃
∫
in, hi)

p(T ∫(a))
in |z̃∫in, hi)

q(T ∫∗
in , T ∫(a)

in )

q(T ∫(a)
in , T ∫∗)

in )
, 1) (4.82)

MH 算法具有终端节点参数的独立性的优势，同时又避免可逆跳跃 MCMC 方法的计算问题。

升级误差协方差

为了升级误差协方差，文章使用了 Omori et al. (2007). 逼近的条件高斯模型。对 et 的第 i 个元素
进行平方以及对数，可得：

log(e2it) =

Snum∑
is

li(wt|T v
is, µ

v
is) + wit, wit ∼ log(χ2

1). (4.83)

log(e2it|ξt) = j ∼ N(

Snum∑
is

li(wt|T v
is, µ

v
is) +mj , σ

2
j ) (4.84)

其中，wit 服从 log(χ2
1) 分布。其中 log(χ2

1) 分布，大多文献使用混合高斯分布来模拟该分布。具体

做法是，将一些相互独立，且具有不同均值和方差的正态分布以不同概率叠加为 log(χ2
1) 分布，具体参

考 Omori（2007）的《Stochastic Volatility with Leverage: Fast and Efficient Likelihood Inference》。
在树形结构的条件下，文章考虑的所有不同类型 BART 模型的终端节点参数都很容易从独立的高

斯分布中模拟出来。它们采用标准形式，类似于一个简单的截距模型树结构用于将观测值分配到不同的

终端节点，然后将这些观测值用于计算后验矩。如果它包含严重的异常值 (例如在大流行期间观察到的
异常值)，BART 很可能将它们分组在一起，相应的终端节点参数将具有后验方差，该方差等于异常值
数量的倒数加上先验精度 (这将很低; 见式6.5)。因此，相应的后验方差会很大，导致预测区间更宽，从
而在后验预测分布下观察到异常值的概率更高。
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第五章 机器学习模型：深度神经网络

May 2024
神经网络通过层层特征变换，可以使变换后的特征包含与任务较相关的信息，从而实现分类、预测

等目的。

5.1 单层神经网络

单层神经网络是最简单的神经网络模型。线性回归和 softmax 回归都是单层神经网络。
其中 softmax 回归适用于分类问题，输出变量 Y 代表样本属于某一类的概率。由于直接进行线性

回归可能会出现负值、各类的概率和不等于 1 等情况.softmax 回归对线性回归结果 O 进行 softmax 运
算，得到最终分类概率 Y。含义如下：

O = XW + b

Ŷ = softmax(O)

Ŷij =
exp(Oij)∑
k exp(Oik)

其中 X 是输入元素，每行代表一个数据样本。O 和 Y 是 n× q 的矩阵，n 是样本数量，q 是类别
数量。回归问题中，输出层的输出个数设为 1，并使用平方损失函数作为拟合标准。分类问题对输出层
做 softmax 运算，使用交叉熵损失函数作为拟合标准。

图 5.1: 单层神经网络线性回归 图 5.2: 单层神经网络 softmax 回归

5.2 多层感知机

5.2.1 基本构成

多层感知机（multilayer perceptron，MLP）在单层的基础上引入了一个到多个隐藏层（hidden layer），
每个隐藏层可能包含多个隐藏单元（hidden unit）。并且多层感知机的隐藏层中的神经元和输入层各个

57
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输入、输出层各个神经元完全连接，形成全连接层。

图 5.3: 具有 5 个隐藏单元的，单隐藏层的多层感知机

为发挥多层架构潜力，多层感知机的每个隐藏层的输出通过非线性的激活函数（activation function）
进行变换。输出方式如下：

H = ϕ(XWh + bh) (5.1)

O = HWo + bo (5.2)

其中 X为输入元，是长度为m的向量。Wh为权值，bh为偏置（bias）向量，H为活性值（Activation），
即隐藏元取值，O 为输出元取值。一个简单的二分类多层感知器机算法流程如下：

Algorithm 1 感知机学习算法,Frank Rosenblatt（1957）
初始化权重 w = 0, 偏置 b = 0

repeat
从训练集随机选择一个样本 (xi, yi)

计算感知机的输出 a = sign(w · xi + b)

if a ̸= yi then
更新权重 w′ ← w + η · yi · xi

更新偏置 b′ ← b+ η · yi
end if

until 训练次数达到要求
输出：分类网络参数 w 和 b
其中 η 为学习类率

通过层层堆叠全连接层，保证前一层的输出层节点数与当前层输入节点数匹配，可以得到任意层数

的网络，如图5.4。深度理解神经网络离不开激活函数、过拟合、模型训练、模型稳定性和初始化模型参
数等问题。
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图 5.4: 四层全连接神经网络

5.2.2 激活函数

ϕ 为激活函数。常用的激活函数包含：

（1）ReLU 函数
ReLU 函数即修正线性单元函数（Rectified linear unit），该函数将小于 0 的值全部转为 0，只保留

正值。该函数在求导时，要么让参数消失（导数为 0），要么让参数通过（导数为 1），减轻了梯度消失
问题（gradient vanishing）的困扰，是最受欢迎的激活函数。

ReLU(x) = max(x, 0). (5.3)

该函数有许多变体，如参数化 ReLU（parameterized ReLU，pReLU）函数。该函数使得某些参数
值尽管是负的，也仍然可以通过。

pReLU(x) = max(0, x) + αmin(0, x).

（2）sigmod 函数
sigmoid 函数将输�变换为区间 (0, 1) 上的输出，也被称为挤压函数 (squashing function)，经常被

用于概率分布和信号强度类计算。且 sigmoid 函数连续可导，可以直接使用梯度下降算法进行优化。但
是该函数在输入值较大或较小时容易出现梯度值接近于 0 的现象，即梯度弥散/消失，使参数将长时间
得不到更新或更新过小。

sigmoid(x) = 1

1 + exp(−x) (5.4)

d

dx
sigmoid(x) = exp(−x)

(1 + exp(−x))2 = sigmoid(x) · (1− sigmoid(x))

（3）tanh 函数
与 sigmoid 函数类似，tanh(双曲正切) 函数的输出值也被转换到特定区间，不同的是，该函数将输

出转换到 (−1, 1) 区间。当输入在 0 附近时，接近线性变换。tanh 函数的公式如下：

tanh(z) = 1− exp(−2z)
1 + exp(−2z) (5.5)



60 第五章 机器学习模型：深度神经网络

图 5.5: ReLU 函数 图 5.6: sigmoid 函数 图 5.7: tanh 函数

5.2.3 过拟合

深度神经网络很容易出现过拟合问题，当出现过拟合问题，可以重新设计模型的容量，如降幅网络

层数、减少网络参数量、添加正则化手段等。

常用的正则化手段是权重衰减（weight decay）法，指在原损失函数上添加正则项，如 L2 范数惩
罚项。

还可以使用丢弃法（dropout）控制神经网络容量，即以一定的概率“丢弃”部分隐藏单元。以倒
置丢弃法（inverted dropout）为例：
在该方法中，新的隐藏单元为

h
′

i =
δi

1− p
hi (5.6)

其中 p(δi = 0) = p, p(δi = 1) = 1− p 且 E(h
′

i) = hi。有 p 的概率隐藏元 hi 会被清零，有 1− p 的概率

会除以 1− p 做拉伸。该方法可以使模型不依赖于特定的神经元。不过，在测试模型时为了得到更加确

定性的结果一般不使用丢弃法。

避免出现过拟合，还可以提前停止训练（early stopping）：具体来说，记录模型的验证准确率，并
监控验证准确率的变化，当发现验证准确率连续多次不能提升时，可以预测可能已经达到了最适合的训

练次数附近，从而提前终止训练。

5.2.4 模型训练

训练深度模型的基本方法是正向传播（forward-Propagation）和反向传播（back-propagation）。
掌握算法的核心是理解反向传播和梯度下降方法。

(1) 正向传播
正向传播（Forward propagation）沿着从输入层到输出层的顺序，依次计算模型的中间变量和输出，

最后一步是计算误差。假设输入样本是 x ∈ Rd , 并且假设隐藏层不包括偏置项。中间变量为：

z = W(1)x

其中 W(1) ∈ Rh×d 是隐藏层的权重参数。将中间变量 z ∈ Rh 通过激活函数 ϕ 后，我们得到长度为

h 的隐藏激活向量:

h = ϕ(z)

隐藏变量 h 也是一个中间变量。假设输出层的参数只有权重 W(2) ∈ Rq×h, 我们可以得到输出层变
量, 它是一个长度为 q 的向量:
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o = W(2)h

假设损失函数为 l ，样本标签为 y ，我们可以计算单个数据样本的损失项，

L = l(o, y)

根据 L2 正则化的定义，给定超参数 λ ，正则化项为

s =
λ

2

(∥∥W(1)
∥∥2
F
+
∥∥W(2)

∥∥2
F

)
其中矩阵的 Frobenius 范数是将矩阵展平为向量后应用的 L2 范数。最后, 模型在给定数据样本上

的正则化损失为:

J = L+ s

J 为目标函数 (objective function)。
（2）反向传播
反向传播（Backward Propogation）指计算神经网络参数梯度的方法。该方法依据微积分中的链式

法则，沿着输出层到输入层的顺序，依次计算并存储目标函数关于神经网络各层的中间变量和参数的梯

度。基于反向传播，可以使用梯度下降（gradient descent，GD）算法更新参数。
以前文正向传播描述的框架为例，待估的权重矩阵为输入层到隐藏层的权重矩阵 W 1 和隐藏层到

输出层的权重矩阵 W 2。J 为目标函数，L 为均方误差损失函数，s 为 L2 惩罚项。o 为输出层变量，z

为激活前中间变量，h 为激活后中间变量，即隐藏层取值。则可以算得，关于两个权重矩阵的梯度为：

∂J

∂W(1)
= prod

(
∂J

∂z ,
∂z

∂W(1)

)
+ prod

(
∂J

∂s
,

∂s

∂W(1)

)
=

∂J

∂z x⊤ + λW(1) (5.7)

∂J

∂W(2)
= prod

(
∂J

∂o ,
∂o

∂W(2)

)
+ prod

(
∂J

∂s
,

∂s

∂W(2)

)
=

∂J

∂o h⊤ + λW(2) (5.8)

其中
∂J

∂o =
∂L

∂o
∂J

∂z =
∂J

∂h ⊙ ϕ′(z) =
∂J

∂o
∂o

∂h ⊙ ϕ′(z) = W (2)T ∂L

∂o ⊙ ϕ′(z)

prod 指在进行必要的操作，如转置和互换位置后对输入做乘法运算。可以发现，计算出后一层的梯度
核心变量 ∂L

∂o 后，可以计算前一层的梯度。反向传播算法使拟合一个复杂模型在计算上可行，在早期被

认为是神经网络的一次突破。

（3）梯度下降算法
在神经网络方法中，由于有 n 个训练样本，目标函数为 f(x) =

∑n
i=1 fi(x)，其中 ∇fi(x) =

∂J
∂W(k)。

因此梯度为

∇f(x) = 1

n

n∑
i=1

∇fi(x)

梯度下降即不断通过下列方式迭代 x，直至梯度值已经足够小，或已经达到预先设定的迭代次数等。

x← x− η∇f(x)
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在大样本中，为减少计算开销，经常会使用随机梯度下降、小批量随机梯度下降等，这类方法只使用

一小部分样本来估计梯度，并更新模型参数，可以显著降低单次迭代的计算成本。（但可能会增加收敛到

最小损失的总迭代次数）。其中，随机梯度下降在每次迭代中，随机均匀采用一个样本索引 i ∈ {1, . . . , n},
计算梯度 ∇fi(x) 并对 x 进行迭代, 降低了计算开销：x ← x− η∇fi(x). 小批量随机梯度下降方法使用
小批量的样本，对参数进行更新。

Algorithm 2 一个简单的神经网络优化流程
初始化

repeat
反向计算每层的梯度

使用梯度下降算法对每层权重完成一次参数更新

计算均方误

until 训练次数达到要求

5.2.5 深度模型的稳定性问题

深度模型面临衰减（vanishing）和爆炸（explosion）的稳定性问题。即当权重参数设置不当时，随
着层数的增多，对后面层的计算结果会出现衰减/爆炸，包括当前层的结果的值和梯度的值，导致模型
的稳定性变差。

5.2.6 初始化模型参数

神经网络常常需要随机初始化模型参数，特别是权重参数初始化。原因是，若每个隐藏单元的权重

参数相同，并且激活函数相同，那么每个隐藏单元计算的输出值将相同，本质上将只有一个隐藏单元在

发挥作用。常见的随机初始化方法包括：假设权重参数服从正态分布；假设权重参数服从均匀分布；每

个元素都从相应分布中随机采用。还有一种常用的随机化初始方法为 Xavier 随机初始化方法，该方法
从以下均匀分布中对权重参数中的每个元素进行随机采用：

U

(
−
√

6

a+ b
,

√
6

a+ b

)
(5.9)

其中 a 是全连接层的输入个数，b 是输出个数。可以使得每层输出的方差不受该层输入个数的影响，每

层梯度的方差也不受该层输出个数的影响。证明过程如下：

假设一个没有非线性元素的全连接层输出（例如, 没有隐藏变量）oi 的分布特征。对于该层 nin 输

入 xj 及其相关权重 wij , 输出由下式给出

oi =

nt∑
j=1

wijxj .

权重 wij 都是从同一分布中独立抽取的。假设该分布具有零均值和方差 σ2 。并假设层 xj 的输入

也具有零均值和方差 γ2, 并且它们独立于 wij 且彼此独立。在这种情况下, 我们可以按如下方式计算 oi
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的平均值和方差:

E [oi] =

nin∑
j=1

E [wijxj ]

=

nm∑
j=1

E [wij ]E [xj ]

= 0,

Var [oi] = E
[
o2i
]
− (E [oi])

2

=

nm∑
j=1

E
[
w2

ijx
2
j

]
− 0

=

nin∑
j=1

E
[
w2

ij

]
E
[
x2
j

]
= nin σ2γ2.

保持方差不变的一种方法是设置 ninσ
2 = 1 。考虑反向传播过程，面临的问题类似，尽管梯度是从

更靠近输出的层传播的。使用与前向传播相同的推断, 可以看到, 除非 nout σ
2 = 1, 否则梯度的方差可

能会增大, 其中 nout 是该层的输出的数量。这使得我们进退两难：我们不可能同时满足这两个条件。相

反，我们可以满足:
1

2
(nin + nout )σ

2 = 1 或等价于σ =

√
2

nin + nout
.

这就是现在标准且实用的 Xavier 初始化的基础，它以其提出者 (Glorot and Bengio, 2010) 第一作
者的名字命名。通常, Xavier 初始化从均值为零, 方差 σ2 = 2

nmin +nout
的高斯分布中采样权重。也可以

按照上文所述的均匀分布进行采用。

图 5.8: 多层反向传播算法示意图

5.2.7 一个较详细的反向传播计算示例

以图5.8为例推导隐藏层的梯度传播规律。可以算出输出层的偏导数公式:

∂L
∂wjk

= (ok − tk)
∂ok
∂wjk

= (ok − tk)
∂σ(zk)

∂zk

∂zk
∂wjk

= (ok − tk) ok (1− ok) oj = δkoj

其中 ok 是输出值，zk 是未激活值，oj 是上一层的激活值，tk 是真实值，L = 1
2

∑K
i=1(o

(K)
i − ti)

2。

使用的激活函数为 sigmoid 函数，因此激活函数导数为：σ(zk)(1− σ(zk)) = ok (1− ok)。
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考虑倒数第二层的偏导数 ∂L
∂wij

,如图5.8所示,输出层节点数为K,输出为 o(K) =
[
o
(K)
1 , o

(K)
2 , · · · , o(K)

K

]
;

倒数第二层节点数为 J, 输出为 o(J) =
[
o
(J)
1 , o

(J)
2 , · · · , o(J)J

]
; 倒数第三层的节点数为 I, 输出为

o(I) =
[
o
(I)
1 , o

(I)
2 , · · · , o(I)I

]
�

为了表达简洁, 部分变量的上标有时会省略掉。首先将均方误差函数展开:
∂L
∂wij

=
∂

∂wij

1

2

∑
k

(ok − tk)
2

由于 L 通过每个输出节点 ok 与 wij 相关联, 故此处不能去掉求和符号, 运用链式法则将均方差函
数拆解:

∂L
∂wij

=
∑
k

(ok − tk)
∂

∂wij

ok

将 ok = σ (zk) 代入可得:
∂L
∂wij

=
∑
k

(ok − tk)
∂

∂wi

σ (zk)

利用 Sigmoid 函数的导数 σ′ = σ(1− σ) 进一步分解为:

∂L
∂wij

=
∑
t

(oi − tt)σ (zi) (1− σ (zt))
∂zi
∂wij

将 σ (zk) 写回 ok 形式, 并利用链式法则, 将 ∂zk
∂wij

分解为:

∂L
∂wij

=
∑
k

(ok − tk) ok (1− ok)
∂zk
∂oj
· ∂oj
∂wij

其中 ∂zk
∂oj

= wjk, 因此:
∂L
∂wij

=
∑
k

(ok − tk) ok (1− ok)wjk
∂oj
∂wij

考虑到 ∂oj
∂wij

与 k 无关, 可提取公共项为:

∂L
∂wij

=
∂oj
∂wij

∑
k

(ok − tk) ok (1− ok)wjk

进一步利用 Oj = σ (zj), 并利用 Sigmoid 导数 σ′ = σ(1− σ), 将 ∂oj
∂wij

拆分为:

∂L
∂wij

= oj (1− oj)
∂zj
∂wij

∑
k

(ok − tk) ok (1− ok)wjk

其中 ∂zj
∂wij

的导数可直接推导出为 oi, 上式可写为:

∂L
∂wij

= oj (1− oj) oi
∑
k

(ok − tk) ok (1− ok)︸ ︷︷ ︸
δ
(K)
k

wjk

其中 δ
(K)
k = (ok − tk) ok (1− ok), 则 ∂L

∂wij
的表达式可简写为:

∂L
∂wij

= oj (1− oj) oi

K∑
k

δ
(K)
k wjk
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类似地, 仿照输出层 ∂L
∂wjk

= δ
(K)
k xj 的书写方式, 将 δJj 定义为:

δJj ≜ oj (1− oj)
∑
k

δ
(K)
k wjk

此时 ∂L
∂wij

可以写为当前连接的起始节点的输出值 oi 与终止节点 j 的梯度变量信息 δ
(J)
j 的简单相

乘运算:
∂L
∂wij

= δ
(J)
j o

(I)
i

可以看到, 通过定义 δ 变量, 每一层的梯度表达式变得更加清晰简洁, 其中 δ 可以简单理解为当前

连接 wij 对误差函数的贡献值。下面来小结每层的偏导数的传播规律。输出层:

∂L
∂wjk

= δ̂
(K)
k oj

δ
(K)
k = ok (1− ok) (ok − tk)

倒数第二层:
∂L
∂wij

= δ
(j)
j oi

δ
(j)
j = oj (1− oj)

∑
k

δ
(K)
k wjk

倒数第三层:
∂L
∂wni

= δ̂
(I)
i on

δIi = oi (1− oi)
∑
j

δ
(j)
j wij

其中 on 为倒数第三层的输入, 即倒数第四层的输出。依照此规律, 只需要循环迭代计算每一层每个
节点的 δ

(K)
k �δ(J)j �δ(l)i : 等值，即可求得当前层的偏导数, 从而得到每层权值矩阵 W 的梯度, 再通过梯度

下降算法迭代优化网络参数即可。至此, 反向传播算法介绍完毕。

5.3 卷积神经网络

卷积神经网络（convolution neural network）指使用卷积对特征进行提取，含有卷积层（convolution
layer）的网络。
全连接层较高的内存占用量严重限制了神经网络朝着更大规模、更深层数方向的发展。卷积神经网

络将卷积核在输入数据上进行滑动，每次计算与卷积核重叠部分的点的乘和。这种方法利用了数据的局

部相关性，同时基于权值共享思想，对特征进行抽象，将参数量减少，也使得网络对输入数据的变化更

加鲁棒和准确。具体来说，卷积网络将参数量从 I ×J 个，减小到了 K ×K 个。其中 I 是全连接神经网
络的输入层单元个数，J 是全连接层神经网络的输出层单元个数，K 是卷积神经网络的权值矩阵维度。

• 局部相关性理解：例如股票数据相邻日期的数据相关性强且近段数据趋势预测能力强、图片上距
离近的像素点关联度大等。利用局部相关性指关注和自己距离较近的部分节点，忽略较远的节点。

• 权值共享理解：即对于每个输出节点，都使用相同的权值矩阵。
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图 5.9: 二维特征全连接 图 5.10: 局部连接的网络层

5.3.1 卷积运算（convolution）

一维连续卷积运算：

(f ⊗ g)(n) =

∫ ∞

−∞
f(τ)g(n− τ)dτ

一维离散卷积运算：

(f ⊗ g)(n) =
∞∑

τ=−∞

f(τ)g(n− τ)

二维离散卷积运算：

[f ⊗ g](m,n) =
∞∑

i=−∞

∞∑
j=−∞

f(i, j)g(m− i, n− j)

其中函数 g 被称为卷积核（Kerner），卷积运算即指包含了平移操作“卷”和积分操作“积”的运算。在
上述定义中，对卷积核首先进行翻转运算，变为 g(−τ) 或 g(−i�− j), 再进行平移运算，变为 g(n− τ)

或 g(m− i�n− j)。对该运算的详细理解可以参考二维离散卷积运算图解或单通道卷积运算示意图。

二维离散卷积运算核心：从左上方逐步向右、向下移动卷积核，并与图片对应位置处的局部区域

（感受野，ReceptiveField）像素相乘累加，得到此位置的输出值，从而提取每个位置的像素特征。卷积
核（Kerner）是行、列大小为 k 的权值矩阵，也称为 Fliter、Weight 等。感受野是输入矩阵/特征图上
的大小为 k 的窗口。直至卷积核移动至最右下方，完成卷积运算。

(a) 图片函数与卷积核函数 (b) (m,n) = (−1,−1) (c) (m,n) = (0,−1)

(d) (m,n) = (1,−1) (e) (m,n) = (−1, 0) (f) 计算结果

图 5.11: 二维离散卷积运算图解
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图 5.12: 常见卷积核及其效果

5.3.2 步长与填充

（1）步长

步长（Stride）指感受野窗口/卷积窗口每次滑动的行数和列数。通过设定步长 s，可以有效控制信
息密度的提取。步长越小，越有利于提取更多特征信息，输出特征的尺寸越大。步长越大，越有利于减

少计算代价，过滤多余信息。

（2）填充

填充（padding）指在输入数组的高和宽两侧填充元素（通常是 0 元素）。主要目的包括：a. 保持输
出的特征图（feature map）与输入数组的空间维度相同，避免在进行多层次卷积时迅速丢失空间信息。
b. 允许边缘像素在卷积中被频繁使用，避免丢失信息。c. 便于维度的处理，例如输入数组为奇数维，移
动步长为 2，不填充会难以进行。

输入数组维度为 nh× nw，在高的两侧一共填充 ph 行，在宽的两侧一共填充 pw 列，并设高上移动

步长为 sh, 宽上的移动步长为 sw，卷积核的维度为 kh × kw, 则输出形状为。

n′
h =

⌊
nh + ph − kh + sh

sh

⌋
(5.10)

n′
w =

⌊
nw + pw − kw + sw

sw

⌋
(5.11)
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图 5.13: 垂直步幅为 3，�平步幅为 2 的运算

5.3.3 池化层

池化层（PoolingLayer）可以实现尺寸压缩功能，也称汇聚层、向下采样层等。池化层直接计算感受
野窗口/池化窗口内元素的最大值（最大池化层，MaxPooling）或平均值（平均池化层，AveragePooling）。

• 池化层同样可以设定步长和进行填充

• 对于多通道输入数据，池化层对每个通道分别池化后直接输出，即池化层的输出通道与输入通道
相等。

• 池化层是确定的，没有需要学习的参数，计算简单，应用广泛。

• 池化层可以降低卷积层对位置的敏感性，同时降低对空间降采样表�的敏感性。

5.3.4 CNN 的梯度传播

以一个输入为 3× 3 的单通道，卷积核为 2× 2 的单卷积核为例。说明卷积网络依然有网络可导性，

且梯度推导并不复杂。

图 5.14: 卷积层梯度传播举例
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输出元素（张量）O 的表达形式为:

o00 = x00w00 + x01w01 + x10w10 + x11w11 + b

o01 = x01w00 + x02w01 + x11w10 + x12w11 + b

o10 = x10w00 + x11w01 + x20w10 + x21w11 + b

o11 = x11 W00 + x12w01 + x21w10 + x22w11 + b

以 w00 的梯度计算为例, 通过链式法则分解:

∂L
∂w00

=
∑

i∈{00,01,10,11}

∂L
∂oi

∂oi
∂w00

其中 ∂L
∂oi
可直接由误差函数推导出来, 直接来考虑 ∂oi

∂wi
, 例如:

∂o00
∂w00

=
∂ (x00w00 + x01w01 + x10w10 + x11w11 + b)

w00

= x00

同样的方法, 可以推导出:

∂o01
∂w00

=
∂ (x11we0 + x02w01 + x11w10 + x12w11 + b)

w00

= x01

∂o10
∂w00

=
∂ (x10w00 + x11w01 + x20w10 + x21w11 + b)

w00

= x10

∂o11
∂w00

=
∂ (x11w00 + x12w01 + x21w10 + x22w11 + b)

w00

= x11

5.3.5 一个经典卷积网络：LeNet 网络

该网络是最早发布的卷积神经网络之一，被用于识别手写数字图像的识别，也是第一篇通过反向传

播训练卷积神经网络的研究。由 Yann LeCun 等人在 1989 年提出，因而命名为 LeNet。

图 5.15: LeNet 数据流，输入为手写数字，输出为 10 种可能结果的概率

该网络由两个卷积层快和三个全连接层组成，每个卷积块中的基本单元是�个卷积层、�个 sigmoid
激活函数和平均池化层。每个卷积层使� 5× 5 卷积核计算，并使用 sigmoid 激活函数进行输出。第�
卷积层有 6 个输出通道，�第�个卷积层有 16 个输出通道，增加输出通道是为使两个卷积层的参数尺
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寸类似。池化层使用 2× 2 的窗口，且步幅为 2，将维数减少 4 倍。卷积的输出形状由批量��、通道
数、�度、宽度决定。

当卷积层传入全连接层时，将每个样本/小批量样本的特征展平（flatten）后进行计算。三个全连接
层，分别有 120、84 和 10 个输出，10 对应了输出类别个数。

表 5.1: LeNet 网络参数量

层 卷积层 1 卷积层 2 全连接层 1 全连接层 2 全连接层 3

参数量 156 2416 48120 10164 850
* 参数总数 =(滤波器高度 × 滤波器宽度 × 输入通道数 + 偏置项数) × 输出通道数

5.4 循环神经网络 RNN

5.4.1 基本循环神经网络

传统的神经网络模型是从输入层到隐含层再到输出层的全连接，且同层的节点之间是无连接，网络

的传播也是顺序的，但这种普通的网络结构对于许多问题却显得无能为力。例如，在自然语言处理中，

如果要预测下一个单词，就需要知道前面的部分单词，因为一个句子中的单词之间是相互联系的，即有

语义。这就需要一种新的神经网络，即循环神经网络 RNN，循环神经网络对于序列化的数据有很强的
模型拟合能力。具体的结构为：循环神经网络在隐含层会对之前的信息进行存储记忆，然后输入到当前

计算的隐含层单元中，也就是隐含层的内部节点不再是相互独立的，而是互相有消息传递。隐含层的输

入不仅可以由两部分组成，输入层的输出和隐含层上一时刻的输出，即隐含层内的节点自连；隐含层的

输入还可以由三部分组成，输入层的输出、隐含层上一时刻的输出、上一隐含层的状态，即隐含层内的

节点不仅自连还互连。结构如图5.16所示。

图 5.16: 循环神经网络结构图

在图 1 中，可以看到隐含层节点间有消息的相互传递。为了更简单的理解，现在我们将 RNN 在时
间坐标轴上展开成一个全神经网络，如图5.17所示。例如，对一个包含 3 个单词的语句，那么展开的网
络便是一个有 3 层的神经网络，每一层代表一个单词。
对于图5.17的网络，计算过程如下：
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• xt 表示第 t 步 (step) 的输入。比如 x1 为第二个词的词向量 (x0 为第一个词)；

• st 为隐藏层的第 t 步的状态，它是网络的记忆单元。st 根据当前输入层的输出与上一时刻隐藏层

的状态进行计算，如公式 1 所示。其中，U 是输入层的连接矩阵，W 是上一时刻隐含层到下一时
刻隐含层的权重矩阵，f(x) 一般是非线性的激活函数，如 tanh 或 ReLU。

st = f(Uxt +Wst−1) (5.12)

• ot 是是第 t 步的输出。输出层是全连接层，即它的每个节点和隐含层的每个节点都互相连接，V
是输出层的连接矩阵，g(x) 是激活函数。

ot = g(V ∗ st) (5.13)

如果将 (1) 式循环带入 (2) 式可得：

ot = g(V st)

= V f(Uxt +Wst−1)

= V f(Uxt +Wf(Uxt−1 + st−2))

= V f(Uxt +Wf(Uxt−1 +Wf(Ust−2 +Wst−3)))

= V f(Uxt +Wf(Uxt−1 +Wf(Ust−2 +Wf(Uxt−3 + ...))))

由式 (3) 可以看出，循环神经网络的输出值与前面多个时刻的历史输入值有关，这就是为何循环神
经网络能够往前看任意多个输入值的原因，也就是为何循环神经网络能够对序列数据建模的原因。

在图 2 中，我们展示了一个单向循环神经网络，但是单向循环神经网络也有不足之处。从单向的结
构中可以知道它的下一时刻预测输出是根据前面多个时刻的输入共同影响的，而有些时候预测可能需要

由前面若干输入和后面若干输出共同决定，这样才会更加准确。

5.4.2 RNN 的几种架构

由于 RNN 对于序列化的数据有很强的模型拟合能力，因此在不同的应用场景中可以对 RNN 组合
形成不同的网络架构。

1 to N

这种情况有两种方式，一种是只在序列开始进行输入计算, 如图5.18图5.19
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图 5.17: 循环神经网络展开图

图 5.18: 1 to N（1）

图 5.19: 1 to N（2）
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图 5.20: N to 1

图 5.21: N to N

N to 1

输入是一个序列，输出是一个单独的值而不是序列。这种结构通常用来处理序列分类问题。如输入

一段文字判别它所属的类别，输入一个句子判断其情感倾向，输入一段文档并判断它的类别等等。具体

如图5.20：

N to N

如图5.21

输入和输出序列是等长的。这种可以作为简单的 Char RNN 可以用来生成文章，诗歌，甚至是代
码，非常有意思。
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图 5.22: N to M

图 5.23: 带有 Attention 机制的 N to M

N to M

这种结构又叫 Encoder-Decoder 模型，也称之为 Seq2Seq 模型。在现实问题中，我们遇到的大部
分序列都是不等长的。如机器翻译中，源语言和目标语言的句子往往并没有相同的长度。而 Encoder-
Decoder 结构先将输入数据编码成一个上下文向量 c，之后在通过这个上下文向量输出预测序列。如
图5.22, 图5.23。

5.4.3 双向循环神经网络

对于语言模型来说，很多时候单向循环神经网络表现是不好的，比如下面这句话：

我的手机坏了，我打算 __ 一部新手机。
可以想象，如果我们只看横线前面的词，手机坏了，那么我是打算修一修？换一部新的？还是大哭

一场？这些都是无法确定的。但如果我们也看到了横线后面的词是“一部新手机”，那么，横线上的词

填『买』的概率就大得多了。

对于上面的语言模型，单向循环神经网络是无法对此进行建模的。因此，我们需要用双向循环神经

网络，如图 3 所示。
从图 3 中可以看出，双向循环神经网络的隐藏层要保存两个值，一个 A 参与正向计算，另一个值

A′ 参与反向计算。我们以 y2 的计算为例，推出循环神经网络的一般规律。最终的输出值 y2 取决于 A2
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图 5.24: 双向循环神经网络

和 A′
2 。其计算方式为公式 4：

y2 = g(V A2 + V ′A′
2) (5.14)

A2 和 A′
2 分别为：

A2 = f(WA1 + Ux2) (5.15)

A′
2 = f(W ′A′

3 + U ′x2) (5.16)

现在，我们已经可以看出一般的规律：正向计算时，隐藏层的值 st 与 st−1 有关；反向计算时，隐

藏层的值 s′t 与 st+1 有关；最终的输出取决于正向和反向计算的加和。现在，我们仿照式 5 和式 6，写
出双向循环神经网络的计算方法：

ot = g(V st + V ′s′t) (5.17)

st = f(Uxt +Wst−1) (5.18)

s′t = f(U ′xt +W ′s′t+1) (5.19)

从上面三个公式我们可以看到，正向计算和反向计算不共享权重，也就是说 U 和 U’、W 和W’、V
和 V’ 都是不同的权重矩阵。
前向传播：

• 沿着时刻 0 到时刻 i 正向计算一遍，得到并保存每个时刻向前隐含层的输出。

• 沿着时刻 i 到时刻 0 反向计算一遍，得到并保存每个时刻向后隐含层的输出。

• 正向和反向都计算完所有输入时刻后，每个时刻根据向前向后隐含层得到最终输出。

反向传播：

• 计算所有时刻输出层的损失函数项。

• 根据所有输出层的损失函数项，使用 BPTT 算法更新向前层。

• 根据所有输出层的损失函数项，使用 BPTT 算法更新向后层。
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图 5.25: 循环神经网络的展开图

5.4.4 循环神经网络反向传播算法 (BPTT)

RNN 的反向传播算法为 Backpropagation Through Time (BPTT)。让我们先回忆一下 RNN 的基
本公式，注意到这里在符号上稍稍做了改变（o 变成 ŷ），这只是为了和我参考的一些资料保持一致。

st = tanh(Uxt +Wst−1)

ŷ = softmax(V st)

同样把损失值定义为交叉熵损失，如下：

Et(yt, ŷt) = −ytlog(ŷt)

E(y, ŷ) =
∑
t

Et(yt, ŷt) = −
∑
t

ytlogŷt

这里，yt 表示时刻 t 正确的词，ŷt 是我们的预测。通常我们会把整个句子作为一个训练样本，所以
总体误差是每一时刻的误差的累加和。

我们的目标是计算误差值相对于参数 U,V,W 的梯度以及用随机梯度下降学习好的参数。就像我们
要把所有误差累加一样，我们同样会把每一时刻针对每个训练样本的梯度值相加：

∂E
∂W

=
∑

t
∂Et

∂W

为了计算梯度，我们使用链式求导法则，主要是用反向传播算法往后传播误差。下面我们使用 E3

作为例子，主要是为了描述方便。

∂E3

∂V
=

∂E3

∂ŷ3

∂ŷ3
∂V

=
∂E3

∂ŷ3

∂ŷ3
∂z3

∂z3
∂V

= (ŷ3 − y3)⊗ s3 (5.20)

上面 z3 = V s3，⊗ 是向量的外积。如果你不理解上面的公式，不要担心，我在这里对上面的推导过
程进行补充。这里我想说明的一点是梯度值只依赖于当前时刻的结果 ŷ3, y3, s3。根据这些，计算 V 的
梯度就只剩下简单的矩阵乘积了。
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图 5.26: 循环神经网络的 BPTT 训练算法

但是对于梯度 ∂E3

∂W
情况就不同了，我们可以像上面一样写出链式法则。

∂E3

∂W
=

∂E3

∂ŷ3

∂ŷ3
∂s3

∂s3
∂W

(5.21)

我们把每一时刻得到的梯度值累加，换句话说，W 在计算输出的每一步中都使用了。我们需要通

过将 t = 3 时刻的梯度反向传播至 t = 0 时刻。

请注意，这与我们在深层前馈神经网络中使用的标准反向传播算法是完全相同的。关键的区别是，

我们把每一时刻针对 W 的不同梯度做了累加。在传统的神经网络中，我们不需要跨层共享权重，所以
不需要求和。但在我看来，BPTT 是应用于展开的 RNN 上的标准反向传播的另一个名字。就像反向传
播一样，你也可以定义一个反向传递的 δ 向量，例如，δ

(3)
2 = ∂E3

∂z2
= ∂E3

∂s3

∂s3
∂s2

∂s2
∂z2
，其中 z2 = Ux2 +Ws1。

通过以上的推导，我们可以得出结论：

RNN 很难训练的原因是：序列 (句子) 可能很长，可能是 20 个单词或更多，因此需要在许多层中
进行反向传播。在实践中，许多人限定反向传播为有限的步骤（也是因为有梯度消失的问题存在）。

5.4.5 深度循环神经网络

上面介绍的基本循环神经网络和双向循环神经网络只有单个隐藏层，有时不能很好的学习数据内部

关系，可以通过叠加多个隐藏层，形成深度循环神经网络结构。

Deep（Bidirectional）RNN 和 Bidirectional RNN 相似，只是在每个时刻会有多个隐藏层。在实际
中会有更强的学习能力，但也需要更多的训练数据。

5.4.6 循环神经网络的时间步长和参数共享

time steps 就是循环神经网络认为每个输入数据与前多少个陆续输入的数据有联系。例如具有这样
一段序列数据“…ABCDBCEDF…”，当 time steps 为 3 时，在模型预测中如果输入数据为“D”，那么
之前接收的数据如果为“B”和“C”则此时的预测输出为 B 的概率更大，之前接收的数据如果为“C”
和“E”，则此时的预测输出为 F 的概率更大。
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图 5.27: 深度循环神经网络

循环神经网络参数共享指的是：在每一个时间步上，所对应的参数是共享的。参数共享的目的有两

个：一、用这些参数来捕获序列上的特征；二、共享参数减少模型的复杂度。

如图5.27所示，在 RNN 中每输入一步，每一层各自都共享参数 U、V、W。其反映着 RNN 中每一
时刻都在做相同的事情，只是输入不同，因此大大减少了网络中需要学习的参数。

对于 RNN 的参数共享，我们可以理解为对于一个句子或者文本，参数 U 可以看成是语法结构、参
数 W 是一般规律，而下一个单词的预测必须是上一个单词和一般规律 W 与语法结构 U 共同作用的结
果。我们知道，语法结构和一般规律在语言当中是共享的。所以，参数自然就是共享的！

CNN 和 RNN 参数共享的区别：
我们需要记住的是，深度学习是怎么减少参数的，很大原因就是参数共享，而 CNN 是在空间上共

享参数，RNN 是在时间序列上共享参数。

5.4.7 RNN 的梯度消失和梯度爆炸

上面我们讲到的单向循环神经网络、双向循环神经网络和深度循环神经网络都是传统的循环神经

网络。这些传统的循环神经网络在学习过程中容易出现梯度消失和梯度爆炸的现象。所谓的梯度消失是

指：信息在反向传播时误差减小为 0；而梯度爆炸是指：信息在反向传播时误差呈指数增长。下面，我
们来深入的了解一下循环神经网络中产生梯度消失和梯度爆炸的本质原因。

RNN 很难学到长范围的依赖-即相隔几步的词之间的联系。传统的 RNN 不能捕获长距离词之间的
关系。要理解为什么，让我们先仔细看一下下面计算的梯度：

∂E3

∂W
=

3∑
k=0

∂E3

∂ŷ3

∂ŷ3
∂s3

∂s3
∂sk

∂s3
∂W

(5.22)
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图 5.28: tanh 函数及其导数

注意到 ∂s3
∂sk
也需要使用链式法则。例如，∂s3

∂s1
= ∂s3

∂s2

∂s2
∂s1
。注意到因为我们是用向量函数对向量求导

数，结果是一个矩阵（称为 Jacobian Matrix），矩阵元素是每个点的导数。我们可以把上面的梯度重写
成：

∂E3

∂W
=

3∑
k=0

∂E3

∂ŷ3

∂ŷ3
∂s3

(
3∏

j=k+1

∂sj
∂sj−1

)
∂sk
∂W

(5.23)

可以证明上面的 Jacobian 矩阵的二范数（可以认为是一个绝对值）的上界是 1。这很直观，因为激
活函数 tanh 把所有值映射到-1 和 1 之间，导数值得界限也是 1。
从图5.28中我们可以看到，tanh 函数在 x 趋近于无穷大和无穷小时梯度值都为 0。当这种情况出现

时，我们就认为相应的神经元饱和。它们的梯度为 0 使得前面层的梯度也为 0，因为前面层的梯度是由
后面层的梯度连乘得到的。梯度中存在比较小的值，多个梯度相乘会使梯度值以指数级速度下降，最终

在反向传播几步后就完全消失。比较远的时刻的梯度值为 0，这些时刻的状态对学习过程没有帮助，导
致你无法学习到长距离依赖。梯度消息问题不仅出现在 RNN 中，同样也出现在深度前向神经网中。只
是 RNN 网络通常比较深，使得这个问题更加普遍。

RNN 的学习依赖于我们的激活函数和网络初始参数，如果 Jacobian 矩阵中的值太大，会产生梯度
爆炸而不是梯度消失问题。梯度消失比梯度爆炸受到了更多的关注有两方面的原因。其一，梯度爆炸容

易发现，梯度值会变成 NaN，导致程序崩溃。其二，用预定义的阈值裁剪梯度可以简单有效的解决梯度
爆炸问题。梯度消失问题就不容易发现并且也不好处理，这也是梯度消失比梯度爆炸受到学术界更多关

注的原因。

上面我们讲到的循环神经网络梯度消失问题在 RNN 中会造成不能 Long-Term 依赖问题。
例如，考虑一个语言模型试图基于先前的词预测下一个词。如果我们要预测“the clouds are in the

sky”，我们不需要其它更遥远的上下文信息就能预测出下一个词应该是 sky。在这样的例子中，句子长
度很小，相关信息和预测单词的距离很小，RNN 可以学着去使用过去的信息。
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但是，在大部分情况下我们需要更多的上下文信息。考虑预测这个句子中最后一个词：“I grew up
in France…I speak fluent French.”最近的信息表明下一个词可能是一种语言的名字，但如果我们想要
找出是哪种语言，我们需要从更久远的地方获取 France 的上下文。相关信息和预测单词之间的距离完
全可能是非常巨大的。而不幸的是，随着距离的增大，RNN 会产生梯度消失的问题，造成不能够连接
更长的上下文信息

5.4.8 RNN 的 Long-Term 依赖问题

上面我们讲到的循环神经网络梯度消失问题在 RNN 中会造成不能 Long-Term 依赖问题。
例如，考虑一个语言模型试图基于先前的词预测下一个词。如果我们要预测“the clouds are in the

sky”，我们不需要其它更遥远的上下文信息就能预测出下一个词应该是 sky。在这样的例子中，句子长
度很小，相关信息和预测单词的距离很小，RNN 可以学着去使用过去的信息。
但是，在大部分情况下我们需要更多的上下文信息。考虑预测这个句子中最后一个词：“I grew up

in France…I speak fluent French.”最近的信息表明下一个词可能是一种语言的名字，但如果我们想要
找出是哪种语言，我们需要从更久远的地方获取 France 的上下文。相关信息和预测单词之间的距离完
全可能是非常巨大的。而不幸的是，随着距离的增大，RNN 会产生梯度消失的问题，造成不能够连接
更长的上下文信息。

5.4.9 长短期记忆模型 LSTM

循环神经网络除了训练困难，还有一个更严重的问题，那就是短时记忆 (Short-term memory)。考
虑一个长句子：今天天气太美好了，尽管路上发生了一件不愉快的事情……我马上调整好状态，开开心

心地准备迎接美好的一天。根据理解，之所以能够“开开心心地准备迎接美好的一天”，在于句子最开

始处点名了“今天天气太美好了”。可见人类是能够很好地理解长句子的，但是循环神经网络却不一定。

研究人员发现，循环神经网络在处理较长的句子时，往往只能够理解有限长度内的信息，而对于较长范

围类的有用信息往往不能够很好地利用起来。把这种现象称为短时记忆。

那么，能否延长这种短时记忆，使得循环神经网络可以有效利用较大范围内的训练数据，从而

提升性能？1997 年，瑞士人工智能科学家 Jürgen Schmidhuber 提出了长短时记忆网络 (LongShort-
TermMemory，LSTM)。LSTM 相对于基础的 RNN 网络来说，记忆能力更强，更擅长处理较长的序列
信号数据，LSTM 提出后，被广泛应用在序列预测、自然语言处理等任务中，几乎取代了基础的 RNN
模型。接下来将介绍更加流行、更强大的 LSTM 网络。
基础的 RNN 网络结构如图5.29所示，上一个时间戳的状态向量 ht−1 与当前时间戳的输入 xt 经过

线性变换后，通过激活函数 tanh 后得到新的状态向量 ht。相对于基础的 RNN 网络只有一个状态向量
ht，LSTM 新增了一个状态向量 Ct，同时引入了门控 (Gate) 机制，通过门控单元来控制信息的遗忘和
刷新，如图5.29所示。
在 LSTM 中，有两个状态向量 c 和 h，其中 c 作为 LSTM 的内部状态向量，可以理解为 LSTM

的内存状态向量 Memory，而 h 表示 LSTM 的输出向量。相对于基础的 RNN 来说，LSTM 把内部
Memory 和输出分开为两个变量，同时利用 3 个门控：输入门（Input Gate）、遗忘门（ForgetGate）和
输出门（Output Gate）来控制内部信息的流动。
门控机制可以理解为控制数据流通量的一种手段，类比于水阀门：当水阀门全部打开时，水流畅通

无阻地通过；当水阀门全部关闭时，水流完全被隔断。在 LSTM 中，阀门开和程度利用门控值向量 g
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图 5.29: LSTM 结构

图 5.30: 门控机制

表示，如图5.30所示，通过 σ(g) 激活函数将门控制压缩到 [0，1] 区间，当 σ(g) = 0 时，门控全部关闭，

输出 o=0；当 σ(g) = 1 时，门控全部打开，输出 o=x。通过门控机制可以较好地控制数据的流量程度。
下面分别来介绍三个门控的原理及其作用。

遗忘门作用于 LSTM 状态向量 c 上面，用于控制上一个时间戳的记忆 ct−1 对当前时间戳的影响。

遗忘门的控制变量 gf 由

gf = σ(Wf [ht−1, xt] + bf ) (5.24)

产生，如图5.31所示，其中 Wf 和 bf 为遗忘门的参数张量，可由反向传播算法自动优化，σ 为激活

函数，一般使用 Sigmoid 函数。当门控 gf = 1 时，遗忘门全部打开，LSTM 接受上一个状态 ct−1 的所

有信息；当门控 gf = 0 时，遗忘门关闭，LSTM 直接忽略 ct−1，输出为 0 的向量。这也是遗忘门的名
字由来。

经过遗忘门后，LSTM 的状态向量变为 gfct−1。

输入门用于控制 LSTM 对输入的接收程度。首先通过对当前时间戳的输入 xt 和上一个时间戳的输
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图 5.31: 遗忘门

出 ht−1 做非线性变换得到新的输入向量 c̃t：

c̃t = tanh(Wc[ht−1, xt] + bc) (5.25)

其中 Wc 和 bc 为输入门的参数，需要通过反向传播算法自动优化，tanh 为激活函数，用于将输入
标准化到 [-1，1] 区间。并不会全部刷新进入 LSTM 的 Memory，而是通过输入门控制接受输入的量。
输入门的控制变量同样来自于输入 xt 和输出 ht−1：

gi = σ(Wi[ht−1�xt] + bi) (5.26)

其中Wi 和 bi 为输入门的参数，需要通过反向传播算法自动优化，σ 为激活函数，一般使用 Sigmoid
函数。输入门控制变量 gi 决定了 LSTM 对当前时间戳的新输入的接受程度：当 gi = 0 时，LSTM 不
接受任何的新输入；当 gi = 1 时，LSTM 全部接受新输入，如图5.32所示。

经过输入门后，待写入 Memory 的向量为 gic̃t。

在遗忘门和输入门的控制下，LSTM 有选择地读取了上一个时间戳的记忆 ct−1 和当前时间戳的新

输入 c̃t，状态向量 ct 的刷新方式为：

ct = gic̃t + gfct−1 (5.27)

得到新状态向量 ct 即为当前时间戳的状态向量，如图5.32
LSTM 的内部状态向量 ct 并不会直接用于输出，这一点和基础的 RNN 不一样。基础的 RNN 网

络的状态向量 h 既用于记忆，又用于输出，所以基础的 RNN 可以理解为状态向量 c 和输出向量 h 是
同一个对象。在 LSTM 内部，状态向量并不会全部输出，而是在输出门的作用下有选择地输出。输出
门的门控变量 go 为：

go = σ(Wo[ht−1, xt] + bo) (5.28)

其中 Wo 和 bo 为输出门的参数，同样需要通过反向传播算法自动优化，σ 为激活函数，一般使用

Sigma 函数，当输出门 go = 0 时，输出关闭，LSTM 内部记忆完全被隔断，无法用作输出，此时输出为
01 的向量；当输出门 go = 1 时，输出完全打开，LSTM 的状态向量全部用于输出。LSTM 的输出由：
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图 5.32: 输入门

ht = go · tanh(ct) (5.29)

产生，即内存向量 ct经过 tanh激活函数后与输出门作用,得到 LSTM的输出。由于 go ∈ [0, 1], tanh(ct) ∈
[−1, 1]，因此 LSTM 的输出 ht ∈ [−1, 1], 如图5.33。
相比于传统 RNN 模型，长短期记忆模型 LSTM 在处理长序列数据上具有更优越的表现。原因在

于，RNN 模型中仅通过构造潜在因子来进行预测，对于因子的记忆能力保持不变，这可能导致，潜在
因子对于之前更长远期的数据记忆能力不佳。而长短期记忆模型 LSTM 考虑到这种记忆因素，通过构
造记忆因子（记录当期数据）与遗忘因子（记录前期数据）来保证序列的长期记忆能力，使得长短期记

忆模型 LSTM 方法处理长序列数据有着不错的表现。
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图 5.33: 输入门
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6.1 Bagging 算法简介

Bagging 算法的全称是 Bootstrap Aggregating，由 Leo Breiman 于 1996 年提出。它的基本思想
是通过对原始数据集进行多次随机有放回抽样，生成多个不同的子数据集，并在这些子数据集上训练

多个基模型，最后将这些基模型的预测结果进行组合，从而得到最终的预测结果。Bagging（Bootstrap
Aggregating）是一种集成学习技术，通过结合多个基模型的预测结果来提高机器学习模型的稳定性和
准确性。它主要用于减少模型的方差，增强整体性能。同时，由于多个基模型是基于不同的子样本集训

练的，Bagging 能有效防止单个模型过拟合于训练数据. 此外，在 Bagging 算法中，各个基模型的训练
可以并行进行，计算效率较高。Bagging 算法的主要步骤如下：

• 步骤 1：数据抽样。从原始数据集中使用有放回的抽样方法随机抽取多个子样本集。每个子样本集
的大小与原始数据集相同，但是由于是有放回抽样，某些样本可能在一个子样本集中出现多次，而

某些样本可能未出现。

• 步骤 2：训练基模型。在每个子样本集上训练一个基模型（例如决策树、线性回归等）。由于每个
子样本集都是不同的，因此训练得到的基模型也会有所不同。

• 步骤 3：将所有训练好的基模型的预测结果进行组合。对于回归任务，可以通过平均法（averaging）
来确定最终预测值。

6.1.1 应用案例：How Useful Is Bagging in Forecasting Economic Time Series? （Inoue和 Kilian，
2008）

本节基于 Inoue 和 Kilian（2008）介绍以下内容：1）怎么使用 bagging 方法处理可能具有序列相
关和异方差误差的动态线性多元回归问题；2）bagging 方法在因子模型中的应用。

模型基本说明

预测模型如下：

yt+h = α′wt + β′xt + εt+h, h = 1, 2, 3, . . . (6.1)

85
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εt+h 是 h 期的预测误差, β 是 M 维的参数向量，xt 是 t 期 M 个可能相关的预测变量的列向量. yt
和 xt 是联合协方差平稳过程。wt 是前定向量，包含截距项和响应变量的滞后项等，α 是其系数. 在本
节，均基于 t 统计量对 xt 进行变量选择。以下三个例子将说明，如何基于 bagging 方法对不同模型进
行聚合。为便于说明，后文的描述忽略 α′wt。

Bagging Unorthogonalized Predictors，BA

该方法不考虑预测变量间的相关性，建立 yT+h 和 xT 间的回归模型，基于 bootstrap 样本进行重
复估计，实现预测。其中，T 是最近的观测期，xt ∈ RM . β̂ 是公式6.1β 的 OLS 估计结果。tj 是 βj 为

0 的 t 统计量，βj 是 β 的第 j 个元素。γ̂ 是进行变量选择后的 OLS 估计量。无限制模型 (UR), 限制
模型 (FR), 和提前测试选择变量后的模型（PT）基于 xT 的条件函数为：

ŷUR
T+h (xT ) = β̂′xT ,

ŷFR
T+h (xT ) = 0,

ŷPT
T+h (xT ) = 0, if |tj | < c∀j and

ŷPT
T+h (xT ) = γ̂′STxT otherwise,

ST 是随机选择矩阵，是 (i, i) 位置处元素为 I (|ti| > c) 的对角矩阵，c 是提前预测用到的临界值。

特别的，进行 PT 选择时先进行 UR 估计，得到每个变量的 t 统计量，然后基于此对选择预测变量。进
行 t 检验时，要选取允许序列相关和异方差的标准差。
基于 bootstrap 抽样样本，估计 PT 方程后进行聚合。带 * 的标记表示基于 bootstrap 抽样得到的

数据或估计。

BA 方法：
a. 将数据 {(yt+h, x

′
t)} , t = 1, . . . , T − h 排列为下列维度为 (T − h)× (M + 1) 的矩阵：

y1+h x′
1

...
...

yT x′
T−h

对其进行块抽样，每次替换掉其中的 m 行，得到 bootstrap 抽样样本。
(
y∗1+h, x

∗∗
1

)
, . . . ,

(
y∗T , x

′∗
T−h

)
。

b. 对于每个抽样样本，计算基于 xT 的 PT 条件预测值：

ŷ∗PT
T+h (xT ) = 0, if

∣∣t∗j ∣∣ < c∀j and

ŷ∗PT
T+h (xT ) = γ̂∗′S∗

TxT otherwise,

在构造
∣∣t∗j ∣∣ 时, 基于下式计算

√
T β̂∗ 的方差 Ĥ∗−1V̂ ∗Ĥ∗−1，其中

V̂ ∗ =
1

bm

b∑
k=1

m∑
i=1

m∑
j=1

(
x∗
(k−1)m+iε

∗
(k−1)m+i+h

)
×
(
x∗
(k−1)m+jε

∗
(k−1)m+j+h

)′
,

Ĥ∗ =
1

bm

b∑
k=1

m∑
i=1

(
x∗
(k−1)m+ix

∗′
(k−1)m+i

)
,
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ε∗t+h = y∗t+h − β̂∗′x∗
t , b 是 (T − h)/m 的整数值 (Inoue and Shintani 2006)。

c. baaging 估计量即 bootstrap 样本数据的 PT 估计值的均值：

ŷBA
T+h (xT ) =

1

B

B∑
i=1

γ̂∗i′S∗i
T xT

理论上 B =∞ ，实际应用中 B 一般在 100 以上，可以使用 data-dependent rules，如校准等选择
m（Politis, Romano 和 Wolf 1999).c 可以基于网格搜索进行选择.

Bagging Orthogonalized Predictors，CBA

当变量间存在相关性，直接使用 t 检验检验变量的预测有效性不合理，因为每个变量的有效性会相
互影响。为此，可以对解释变量作正交化处理：x̃t = P ′−1xt, 其中 P 是 E (xtx

′
t) 进行乔里斯基分解得

到的 M ×M 上三角矩阵，P ′P = E (xtx
′
t)。并基于正交化处理的数据进行拟合。此时预测函数如下：

yt+h = α′wt + β′x̃t + εt+h, h = 1, 2, 3, . . .

对变量的预测试过程如下：

ŷCPT
T+h (x̃T ) = 0, if |tj | < c∀j and

ŷCPT
T+h (x̃T ) = γ̂′ST x̃T otherwise,

CBA 算法如下：a. 将变量 {(yt+h, x
′
t)} , t = 1, . . . , T − h, 排列为如下形式：

y1+h x′
1

...
...

yT x′
T−h

使用 bootstrap 块抽样抽取样本：
(
y∗1+h, x

′∗
1

)
, . . . ,

(
y∗T , x

′∗
T−h

)
。

b. 将变量作正交化处理 x̃t = P ′−1xt, 其中 P 是 E (xtx
′
t) 的乔里斯基分解矩阵。对每一个抽样样

本，进行如下估计：

ŷ∗CPT
T+h (x̃T ) = 0, if

∣∣t∗j ∣∣ < c∀j and

ŷ∗CPT
T+h (x̃T ) = γ̂∗′S∗

T x̃T otherwise,

构造
∣∣t∗j ∣∣ 时, 基于下式计算

√
T β̂∗ 的方差 Ĥ∗−1V̂ ∗Ĥ∗−1：

V̂ ∗ =
1

bm

b∑
k=1

m∑
i=1

m∑
j=1

(
x̃∗
(k−1)m+iε̃

∗
(k−1)m+i+h

)
×
(
x̃∗
(k−1)m+j ε̃

∗
(k−1)m+j+h

)′
,

Ĥ∗ =
1

bm

b∑
k=1

m∑
i=1

(
x̃∗
(k−1)m+ix̃

∗′
(k−1)m+i

)
,

ε̃∗t+h = y∗t+h − β̂∗′x̃∗
t , b 是 (T − h)/m 的整数部分。

c. 最终预测值如下：

ŷCBA
T+h (x̃T ) =

1

B

B∑
i=1

γ̂∗i′S∗i
T x̃T
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Bagging Factor Predictors

上述正交化方法只适用于解释变量矩阵满秩的情形。对于解释变量矩阵非满秩的情形，可以基于因

子模型进行分析。

yt+h = α′wt + β′ft + εt+h, h = 1, 2, 3, . . . (3)

ft 是基于主成分分析从 N 个解释变量中提取的前 r 个解释性最好的因子（Stock 和 Watson 2002a,b)
此时预检测方程 PT 如下：

ŷPTF

T+h

(
f̂T

)
= 0, if |tj | < c∀j and

ŷPTF

T+h

(
f̂T

)
= γ̂′ST f̂T otherwise.

BA F 方法如下：

a. 对 T ×N 的解释变量矩阵 X 进行主成分分析，提取前 r 个公共因子，得到第 t 期的 r× 1 维的

f̂t 向量.
b. 将

{(
yt+h, f̂ ′

t

)}
, t = 1, . . . , T − h 进行排列

y1+h f̂ ′
1

...
...

yT f̂ ′
T−h

使用 bootstrap 块抽样抽取样本
(
y∗1+h, f̂

∗
1

)
, . . . ,

{(
y∗T , f̂

∗
T−h

)
即每次替换 m 行，块抽样可以捕捉

误差项的自相关特征。对于提取的因子，使用主成分分析做正交化处理。

c. 对于每次得到的 bootstrap 样本，做 PT 估计：

ŷ∗PTF

T+h

(
f̂T

)
= 0, if

∣∣t∗j ∣∣ < c∀j and

ŷ∗PTF

T+h

(
f̂T

)
= γ̂∗′S∗

T f̂T otherwise,

构造
∣∣t∗j ∣∣ 统计量时, 基于下式估计

√
T β̂∗ 的方差 Ĥ∗−1V̂ ∗Ĥ∗−1, 其中

V̂ ∗ =
1

bm

b∑
k=1

m∑
i=1

m∑
j=1

(
f̂∗
(k−1)m+iε̂

∗
(k−1)m+i+h

)
×
(
f̂∗
(k−1)m+j ε̂

∗
(k−1)m+j+h

)′
,

Ĥ∗ =
1

bm

b∑
k=1

m∑
i=1

(
f̂∗
(k−1)m+if̂

∗′
(k−1)m+i

)
,

ε̂∗t+h = y∗t+h − β̂∗′f̂∗
t ,b 是 (T − h)/m 的整数部分.

d. 求不同样本得到的点预测的均值

ŷBAF

T+h

(
f̂T

)
=

1

B

B∑
i=1

γ̂∗i′S∗i
T f̂T

主要对比结果：作者发现，发现使用 bagging 可以提高上述模型的预测效果。对于因子模型，进行
一个月的预测时，bagging 的改善效果更为显著，且预测改善程度与使用的因子个数有关。
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6.2 boosting 算法简介

boosting 是一个将“弱学习算法”，提升为“强学习算法”的过程。在该算法中：（1）每个弱学习
器依次添加到模型中，并对先前模型的残差进行拟合。（2）通过适应性地调整观测值的权重或直接最小
化损失函数来改进模型。Boosting 通过顺序训练多个基模型，并调整权重，使得模型能够更好地拟合数
据，可以有效减少偏差和方差，进而提高预测的准确性。

提升算法的两个关键问题: (1) 在每一轮如何改变训练数据的权值或概率分布，或如何拟合一个弱
学习器 (2) 如何将弱分类器组合成一个强分类器.

6.2.1 AdaBoost

AdaBoost 是一个经典的 boosting 算法，适用于分类问题。
假设给定一个二分类训练数据集：训练数据集 T = {(x1, yi) , (x2, y2) , · · · , (xN , yN )},其中 xi ∈ X ⊆

Rn, yi ∈ Y = {−1,+1}；
弱学习算法：Gm(x)，一个弱二分类分类器，由 x < v 或 x > v 产生

输出: 最终分类器 G(x)

Algorithm 3 AdaBoost.M1 算法
初始化观测权重 wi =

1
N
, i = 1, 2, . . . , N .

for m = 1 to M do
(a) 使用权重 wi 将训练数据进行加权，并使用加权后数据拟合分类器 Gm(x)

(b) 计算

errm =

∑N
i=1 wiI(yi ̸= Gm(xi))∑N

i=1 wi

(c) 计算基本分类器系数 αm = log((1− errm)/errm)

(d) 更新数据权值 wi ← wi · exp(αm · I(yi ̸= Gm(xi))), i = 1, 2, . . . , N

end for
输出 G(x) = sign(

∑M
m=1 αmGm(x))

关于第 1 个问题,AdaBoost 提高那些被前一轮弱分类器错误分类样本的权值, 降低那些被正确分类
样本的权值. 因此，没有得到正确分类的数据, 由于其权值的加大而受到后一轮的弱分类器的更大关注.
于是, 分类问题被一系列的弱分类器“分而治之”.
至于第 2 个问题, 即弱分类器的组合, AdaBoost 采取加权多数表决的方法，将弱分类器进行线性组

合。具体地，加大分类误差率小的弱分类器的权值，使其在表决中起较大的作用, 减小分类误差率大的
弱分类器的权值, 使其在表决中起较小的作用.

6.2.2 加性模型的前向分步算法

加性模型的前向分步算法是 Boosting 算法的理论基础。可以考虑一个加性模型 (additive model)
（如单隐藏层神经网络的计算等）
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f(x) =

µ∑
m=1

βmb (x, γn) (6.2)

其中, b (x; γm) 为基函数, γm 为基函数的参数, βm 为基函数的加权系数.
学习加性模型 f(x) 的过程即损失函数极小化问题:

min
βm,mj

N∑
j=1

L

(
yi,

N∑
m=1

βmb (xi; γn)

)
(6.3)

通常这是一个复杂的优化问题. 前向分步算法 (forward stagewise algorithm) 求解这一优化问题的
想法是: 将同时求解从 m = 1 到 M 所有参数 βm, γm 的优化问题简化为逐次求解各个 βm, γm 的优化

问题。即，从前向后, 每步只优化如下损失函数:

min
β,y

N∑
i=1

L (yi, βb (xi; γ)) (6.4)

给定训练数据集 T = {(x1, y1) , (x2, y2) , · · · , (xN , yN )} , xi ∈ X ⊆ Rn, yi ∈ Y = {−1,+1}. 损失函
数 L(y, f(x)) 和基函数的集合 {b(x, y)} ，学习加性模型 f(x) 的前向分步算法如算法4

Algorithm 4 Forward Stagewise Additive Modeling（前向分步算法）
输入: 训练数据集 T = {(x1, y1) , (x2, y2) , · · · , (xN , yN )} : 损失函数 L(y, f(x)); 基函数集 {b(x, γ)}；
初始化 f0(x) = 0

for m = 1, 2, · · · ,M do
（a）极小化损失函数 (βm, γm) = argminβ,y

∑N
i=1 L (yi, fm−1 (xi) + βb (xi; γ))，得到参数 βm, γm

(b) 更新 fm(x) = fm−1(x) + βmb (x; γm)

end for
得到加性模型

输出: 加性模型 f(x). f(x) = fM (x) =
∑M

m=1 βmb (x; γm)

• 说明 1：对于平方损失函数，每一步新添加的项是当前残差的最优拟合值：

L(y, f(x)) = (y − f(x))2,

则

L (yi, fm−1 (xi) + βb (xi; γ)) = (yi − fm−1 (xi)− βb (xi; γ))
2

= (rim − βb (xi; γ))
2

• 说明 2：AdaBoost 算法是前向分步加性模型算法的特例，是加性模型由基本分类器组成，损失函
数是指数函数时的特例。证明过程如下：假设一个加性模型的损失函数是指数函数：

L(y, f(x)) = exp(−yf(x)).

弱学习器为一个基础分类器件 Gm(x) ∈ {−1, 1}，每一步更新 Gm 与 βm 时求解的目标函数为：

(βm, Gm) = argmin
β,G

N∑
i=1

exp [−yi (fm−1 (xi) + βG (xi))]
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可以表示为

(βm, Gm) = argmin
β,G

N∑
i=1

w
(m)
i exp (−βyiG (xi))

其中 w
(m)
i = exp (−yifm−1 (xi)). 该项与 fm−1 (xi) 有关，随迭代次数 m 变化而变化.

首先，固定 β，上述目标函数为

e−β ·
∑

yi=G(xi)

w
(m)
i + eβ ·

∑
yi ̸=G(xi)

w
(m)
i ,

可转换为 (
eβ − e−β

)
·

N∑
i=1

w
(m)
i I (yi ̸= G (xi)) + e−β ·

N∑
i=1

w
(m)
i .

将上式再次代入目标函数，求解 β, 可以得到

βm =
1

2
log 1− errm

errm
,

其中

errm =

∑N
i=1 w

(m)
i I (yi ̸= Gm (xi))∑N

i=1 w
(m)
i

.

进行更新

fm(x) = fm−1(x) + βmGm(x),

可以发现

w
(m+1)
i = w

(m)
i · eαmI(yi ̸=Gm(xi)) · e−βm ,

其中 αm = 2βm，便是 AdaBoost 算法 2(c) 的系数。

6.2.3 boosting tree

Algorithm 5 回归问题的 boosting tree 算法
输入: 训练数据集 T = {(x1, y1) , (x2, y2) , · · · , (xN , yN )} , xi ∈ X ⊆ Rn, yi ∈ Y ⊆ R;
初始化 f0(x) = 0

for m = 1, 2, · · · ,M do
(a) 计算残差 rmi = yi − fm−1 (xi) , i = 1, 2, · · · , N
(b) 学习一个回归树，拟合残差 rmi , 得到 T (x; Θm)

(c) 更新 fm(x) = fm−1(x) + T (x; Θm)

end for
得到回归问题提升树 fM (x) =

∑M
m=1 T (x; Θm)

输出: 提升树 fM (x)

每一步的树模型可以表示为：
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T (x; Θ) =
J∑

j=1

γjI (x ∈ Rj) ,

Θ = {Rj , γj}J1 . J 是一个元参数. 需要最小化下列目标函数求解参数值：

Θ̂ = argmin
Θ

J∑
j=1

∑
xi∈Rj

L (yi, γj) .

6.2.4 梯度提升

提升树利用加性模型与前向分步算法实现学习的优化过程. 当损失函数是平方损失和指数损失函
数时, 每一步优化是很简单的, 但对一般损失函数而言, 往往每一步优化并不那么容易. 针对这一问題,
Freidman 提出了梯度提升 (gradient boosting) 算法. 这是利用最速下降法的近似方法, 其关键是利用损
失函数的负梯度在当前模型的值

−
[
∂L (y, f (xi))

∂f (xi)

]
作为回归问题提升树算法中的残差的近似值，拟合一个回归树.

Algorithm 6 回归树模型的梯度提升算法
输入: 训练数据集 T = {(x1, y1) , (x2, y2) , · · · , (xN , yN )} , xi ∈ X ⊆ Rn, yi ∈ Y ⊆ R 损失函数
L(y, f(x)) :

初始化

f0(x) = argmin
c

N∑
i=1

L (yi, c)

for m = 1, 2, · · · ,M do
(a) 对 i = 1, 2, · · · , N ，计算

rmi = −
[
∂L (yi, f (xi))

∂f (xi)

]
f(x)=fm−1(x)

(b) 对 rmi 拟合一个回归树, 得到第 m 棵树的叶结点区域 Rmj , j = 1, 2, · · · , J
(c) 对 j = 1, 2, · · · , J , 计算

cmj = argmin
c

∑
xi∈Rmj

L (yi, fm−1 (xi) + c)

(d) 更新 fm(x) = fm−1(x) +
∑J

j=1 cmjI (x ∈ Rmj)

end for
得到回归树

f̂(x) = fM (x) =
M∑
n=1

J∑
j=1

cmjI (x ∈ Rmj)

输出: 回归树 f̂(x)
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算法第 1 步初始化, 估计使损失函数极小化的常数值, 它是只有一个根结点的树. 第 2 (a) 步计算损
失函数的负梯度在当前模型的值, 将它作为残差的估计. 对于平方损失函数, 它就是通常所说的残差; 对
于一般损失函数, 它就是残差的近似值. 第 2 (b) 步估计回归树叶结点区域, 以拟合残差的近似值. 第 2
(c) 步利用线性搜索估计叶结点区域的值, 使损失函数极小化. 第 2 (d) 步更新回归树. 第 3 步得到输出
的最终模型 f̂(x)。

6.2.5 案例：BOOSTING DIFFUSION INDICES（Bai 和 Ng，2009）

为从 N 个变量、N 个变量的主成分因子及其各自滞后项中选择预测变量，Bai 和 Ng（2009）使用
了 boosting 方法。
（1）Algorithm 1 Component-wise L2 boost W
即分量逐步 L2 提升，该方法将每个变量的每个滞后视为一个单独的预测器。

当潜在预测变量的数量很大时，便捷的方法，是一次使用一个预测变量来拟合学习器。假设 z.,i 表

示第 i 个变量的 T 个观测值形成的向量。z.,i∗m 为在第 m 轮选中的预测变量：

i∗m = arg min
i=1,...n

T∑
t=1

(ut − Φ̂m(zt,i))
2

也就是说，在第 m 步中，变量 i∗m 是在所有考虑的预测变量中，拟合得到的残差平方和最小的变

量。

用线性最小二乘作为基学习器的分量逐步 L2 提升的算法过程如下：

1. 让 Φ̂t,0 = Ȳ 对每个 t。

2. 对 m = 1, ...,M：

(a) 对 t = 1, ..., T，ut = Yt − Φ̂t,m−1 为“当前残差”；

(b) 对每个 i = 1, ..., n，将当前残差向量 u 对 z.,i（第 i 个回归量）做回归，得到 b̂i。计算 e.,i =

u− z.,ib̂i，以及 SSRi = e′.,ie.,i；

(c) 求解 i∗m，使得 SSRi∗m
= mini=[1,...n] SSRi；

(d) 让 Φ̂.,m = z.,i∗m b̂i∗m。

3. 对 t = 1, ..., T，更新 Φ̂t,m = Φ̂t,m−1 + νΦ̂.,m，其中 0 < ν ≤ 1，是步长。

如果 Zt 是 N × 1 且考虑了最大滞后数，那么将有 n = N × pmax 个元素在 zt 中。分量逐步提升

处理这些 n 个变量作为独立变量。

（2）Algorithm 2 Block-wise L2 boost
即区块逐步 L2 提升，该方法将变量及其滞后视为一组，一同进行考虑。

对每个 t，令 Φ̂t,0 = Ȳ。对 m = 1, ...,M：

(a) 对 t = 1, ..., T，ut = yt − Φ̂t,m−1 为‘当前残差’；

(b) 对每个 i = 1, ..., N：
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(i) 对 p = 1, ..., pmax，估计模型 ut = a1Zt,i + a2Zt−1,i + ... + apZt−p,i + vt,p。基于 IC(p) =

log(σ̂2
vp
) +AT

p
T
计算滞后阶数，其中 σ̂2

vp
= T−1

∑T
t=1 v

2
t,p，AT 取决于对简约模型的需求。

(ii) 让 p∗i = argminp IC(p)；

(iii) 将 ut 对 Zt,i 进行回归，得到 b̂i，其中 Zt,i = (Zt,i, ..., Zt−p∗
i ,i
)′。计算 e.,i = u− Z.,ib̂i，以及

SSRi = e′.,ie.,i；

(c) 求解 i∗m，使得 SSRi∗m
= mini=[1,...N ] SSRi；

(d) 令 Φ̂.,m = Z.,i∗m
b̂i∗m。

对 t = 1, ..., T，更新 Φ̂t,m = Φ̂t,m−1 + vΦ̂.,m，其中 0 < v ≤ 1 是步长。

通过上述两种算法，可以使用 boosting 方法实现对动态数据的变量选择。

6.3 stacking 算法原理

堆叠泛化 (Stacking) 是一个集成学习框架，它训练一个单独的 ML 算法来组合来自两个或多个集
成成员的预测。它是由 Wolpert 在 1992 年引入的，用于减少机器学习问题中的泛化误差。在几个 ML
模型在特定任务上具有独特技能的情况下，堆叠是有用的; 然后，堆叠方法将使用一个单独的 ML 模型
来学习何时使用来自各种模型的预测

具体来说，它涉及到使用多个基本算法 (称为 0 级模型) 和元学习算法 (训练另一个模型来组合来
自基本模型的预测) 来构建模型。元模型被称为一级模型。堆叠的核心思想是使用训练数据集训练 0 级
基础学习器，并提供样本外或未见过的数据; 他们在未见数据上预测的目标标签，与实际标签一起，形
成用于训练元学习器的新数据集的输入和输出对。

元学习是机器学习的一部分，其中算法使用其他 ML 算法的输出进行训练，并根据其他基本分类器
的预测做出更准确的预测。如图6.1所示，元学习器是堆叠框架的一个组成部分，因为它训练模型进行最
终的预测。元分类器学习如何最好地结合基础学习器的预测。堆叠方法是强大的，因为它利用多个性能

良好的分类器的优势来进行分类，这些分类优于组成整体的单个模型。

图 6.1: stcaking 算法结构

此外，叠加使用不同的基本算法和相同的数据集来获得多样化的模型，并以不同的方式处理预测建

模问题。与 bagging 不同，bagging 主要使用在输入数据子集上训练的决策树模型，堆叠模型使用不同
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图 6.2: stacking 算法流程

的算法，并在相同的数据集上训练。此外，与增强不同，增强是通过顺序训练模型来纠正先前模型的预

测，堆叠使用单个模型来学习如何最佳地组合来自基础学习器的预测。同时，元模型通常很简单，因为

它从 0 级模型的预测中学习。因此，线性分类器，如逻辑回归，经常被用作元学习器。然而，在回归问
题中，线性回归主要被用作元分类器。堆叠框架分为以下几个步骤:

• 步骤 1: 将选择的算法应用于使用训练数据训练基本模型。基本算法的选择取决于特定的用户和
问题域。

• 步骤 2: 使用基本模型的输出来创建一个新的数据集。具体而言，将基本模型的预测目标标签作
为新特征，将实际目标标签作为新数据集中的目标变量。例如，如果 S 中的每个实例都是 {xi, yi}，则
在新数据集中获得一个等效的实例 {x̂i, yi}，其中 x̂i = {h1(xi), h2(x2), ..., hT (xi)}。

• 步骤 3: 使用新数据集训练选定的元学习器。
举例说明，假设源数据总共有 12500 条，其中 10000 条作为训练集，2500 条数据作为测试集。将

这 10000 条数据进行分组，例如分为 5 组，每份 2000 条数据。
取其中 4 份数据作为训练集，将剩余一份数据作为验证集，对模型进行训练，得到 2000 条验证集

的结果，再将得到的模型对 2500 条数据的测试集进行测试，得到 2500 条测试集结果。
对于一个模型，将上述步骤重复进行，直至所得到的验证集结果数据包含所有的训练集数据。对这

5× 2000 条验证结果，5× 2500 测试集结果，记为 A1，对 5× 2500 测试集结果进行加权平均，记为 B1

对每一个模型进行上述操作, 假设共有 M 个模型，可以得到 A1, A2, ..., Ai, ..., AM，将这些矩阵合

并可以得到新的训练集数据，以及 B1, B2, ..., Bi, ..., BM 进行合并作为新的测试集数据，输入到下一层

的训练器中。如图6.2。
stacking 的主要好处是，堆叠模型通常利用几个性能良好的算法来进行分类，这些分类比用于构建

集成的任何单个算法都要好。通常，堆叠模型具有很高的精度，这是它们被应用于多次 ML 竞赛并赢得
胜利的重要原因。此外，由于使用了不同的 ML 算法来训练基础模型，因此堆叠模型提高了多样性。例
如，使用分解模型 (如矩阵分解) 和基于树的模型 (如决策树和随机森林) 作为基础学习器可以提供很好
的多样性，因为前者的训练方式与后者截然不同。同时，堆叠模型的主要限制是当训练数据集较大时，

由于使用整个数据集来训练每个基分类器，因此计算时间较高。

Stacking 注意事项:
做 Stacking 模型融合时需要注意以下个点，我们拿 2 层 stacking 模型融合来举例子：
第一层的基模型最好是强模型，而第二层的基模型可以放一个简单的分类器，防止过拟合。

第一层基模型的个数不能太小，因为一层模型个数等于第二层分类器的特征维度。大家可以把勉强

将其想象成神经网络的第一层神经元的个数，当然这个值也不是越多越好。
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第一层的基模型必须” 准而不同”，如果有一个性能很差的模型出现在第一层，将会严重影响整个
模型融合的效果。

6.4 人工蜂群算法 ABC

此部分选取了 2013 年发表于 Swarm and Evolutionary Computation 期刊的《Optimization of
stacking ensemble configurations through Artificial Bee Colony algorithm》文章，用以介绍与 stacking
集成方法相关的算法：人工蜂群-stacking 算法。传统的 stacking 集成方法对基础级分类器的预测能力
有较强的敏感性，当基础分类器的预测能力较弱时，可能导致最终的预测结果产生较大的偏误。人工蜂

群 ABC-stacking 算法相比于一般 stacking 算法，它的优势在于可以通过计算不同基础级分类器对信息
的预测能力，选择合适的基础分类器来改善预测性能，从而一定程度上解决传统 stacking集成方法的弊
端。这篇文章详细讲解了基础人工蜂群算法 ABC-stacking 以及对基础人工蜂群算法 ABC-stacking 的
改进算法。

ABC 算法是一种基于蜂群智能觅食行为的群体智能算法。该智能算法由 Karaboga 提出，自提出
以来，该算法已被用于解决大量领域的优化问题。ABC 中的觅食行为模型包括食物来源和三种蜜蜂: 雇
主蜂、围观者蜂和侦察兵蜂。食物源代表优化问题的可能解。食物来源的花蜜含量与溶液的适合度相对

应。ABC 算法在蜂群中使用了三种蜜蜂: 雇佣蜜蜂、围观者蜜蜂和侦察蜜蜂。最初，生成食物来源位置
(N)。受雇蜜蜂的数量等于食物来源的数量。每只被雇佣的蜜蜂被分配一个食物来源。受雇蜂利用食物
来源，并将花蜜数量的信息传递给旁观的蜜蜂。受雇蜜蜂和旁观蜜蜂的数量是相等的。旁观蜜蜂根据受

雇蜂提供的花蜜信息，对食物来源和周围环境进行开发，直到食物来源枯竭。耗尽食物来源的蜜蜂变成

了侦察兵。然后侦察兵开始寻找新的食物来源位置。花蜜信息代表了从食物来源获得的溶液的质量。花

蜜数量的增加增加了旁观蜜蜂选择特定食物来源的可能性。

6.4.1 ABC-stacking 1 方法

在本研究中，ABC在 ABC- stacking1中优化了基础层的堆叠集成分类器的选择，而在 ABC- stack-
ing2 中，蜜蜂在基础层优化了分类器的选择，同时优化了元层分类器的选择。堆叠、ABC-Stacking1 和
ABC-Stacking2 的示意图如图6.3所示。
在本文提出的 ABC Stacking算法中，ABC算法优化了堆叠的分类器配置。给定一组由 sn个分类器

组成的基本分类器 C，蜜蜂对它们进行探索和利用，得到一个由 n 个分类器组成的子集 S(n ≤ sn;SC)

以达到最大可能的预测精度。

在一般问题的蜂群算法中，xi 通常是用来作为优化目标的近似解，但是在预测模型中，由于优化目

标是希望预测值能更贴近真实值，因此，xi 在此时作为预测精度（预测误差）来表示，即预测值对真实

值的偏离。在这层含义下，我们可以进行下面的讨论。

在初始阶段，生成基本级分类器池，C = ci : i = 1, 2, ..., sn，决策树 J48 作为元分类器，用于构建
堆叠集成。然后，生成由受雇蜂和旁观者蜂组成的蜜蜂群。蜜蜂种群由相等数量的受雇蜜蜂和旁观蜜蜂

(sn) 组成，这等于基本级分类器集中分类器的数量。每个被雇佣的蜜蜂被分配一个基本分类器。首先通
过 10 折交叉验证计算分类器的预测精度 (预测误差)(xi)。目标值 (fi) 被赋值为预测精度 fi = (xi)，旨

在通过最优配置分类器来最大化预测精度。然后，被雇佣的蜜蜂使用式6.5来评估分类器的适应度拟合
度:

fiti =
1

1 + fi
(6.5)



6.4 人工蜂群算法 ABC 97

图 6.3: ABC 堆叠结构

旁观蜜蜂通过与雇佣蜜蜂的交流，获得适合度和准确性信息。然后，每个分类器的围观蜂进行邻域

搜索，并根据与该分类器关联的概率值 pi 选择一个分类器，其计算公式如下:

pi =
fiti∑sn
i=1 fiti

(6.6)

然后使用已分配给受雇蜜蜂的分类器的精度 xi 和旁观者蜜蜂当前选择的分类器 xj，旁观者蜜蜂使

用式6.7计算新的 vi:
vi = xi + ϕi(xi − xj) (6.7)

在 j ∈ 1, 2, ..., sn 是一个随机选择的索引，j 必须不同于 i;ϕi 是一个在 [−1,1] 范围内的随机数，用
于控制分类器 ci 邻域内分类器的选择。围观蜜蜂应用贪婪选择将选择的分类器包含在最佳分类器配置

中。如果 vi 大于 xi，旁观者蜜蜂将选择的分类器添加到最佳分类器 Si 的子集中，否则 Si 保持不变。

Si 中的分类器是堆叠的，所使用的蜜蜂现在被分配为集成分类器，集成精度现在将作为新的 xi。

因此，每当蜜蜂完成一个开采周期，花蜜含量就会积累到更好的分类器配置。如果一个受雇蜜蜂的

解决方案在预定的循环次数 (极限) 内没有改进，那么该分类器的受雇蜜蜂将成为侦察员，并被分配一
个新的分类器源。新的分类器位置使用式6.8计算。

xj
i = xj

min + rand[0, 1](xj
max − xj

min) (6.8)

在式6.8，xj
max 和 xj

min 分别代表参数 j的上界和下界。蜜蜂继续探索，生成分类器子集配置，直到找
到更好的配置。在整个搜索过程完成后，将得到最终的最优配置。ABCStacking1 算法的步骤如图6.4所
示。
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图 6.4: ABCStacking1 算法步骤
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图 6.5: ABC-Stacking 2 额外算法

6.4.2 ABC-stacking 2 方法

在 ABC-Stacking2的构造中，除了蜜蜂在每次堆叠时寻找最佳元分类器外，采用了与 ABCStacking1
相同的步骤。在 ABC-Stacking1中，每次围观蜜蜂决定将一个分类器包含到最佳分类器配置中时，该配
置的组成分类器使用固定的元分类器进行堆叠。在 ABC-Stacking2 中，一旦一个分类器被添加到配置
中，蜜蜂就会搜索可用分类器的空间，并选择一个对该配置的预测准确性最大化的元分类器。因此，在

ABC-Stacking2 中，生成最优分类器配置，每个配置都有自己的最佳元分类器。
图6.5显示了在 ABC-Stacking1 中添加的额外算法步骤，以获得 Stacking2 算法。在围观蜜蜂阶段，

一旦围观蜜蜂决定了要堆叠的分类器，在堆叠之前，将堆叠精度分配给被雇佣的蜜蜂，执行图6.4所示的
步骤。这将导致分类器在基本级别上的最优配置，并由最佳元分类器堆叠所选的基本分类器。

6.4.3 学习算法

基分类器池是利用 WEKA 中的 10 种分类器算法生成的。我们将 Chen 和 Wong 在 ACO 堆叠中
使用的 10 种分类器算法作为基分类器，将 ABC-Stacking2 中使用的 10 种分类器算法作为基分类器和
元分类器。采用相同分类器算法的原因是为了比较和证明 ABC 与 ACO-Stacking 相比有所进步。这些
分类器算法有 Naïve Bayes (NB)、Logistic、IB1、IBk (k=5)、KStar、OneR、PART、ZeroR、Decision
Stump 和 J48 Decision Tree。它们被简单地讨论如下：

Naïve Bayes 朴素贝叶斯：它基于一个简化的假设，即给定目标值，属性值是有条件独立的。
Logistic：通过分析因变量和自变量之间的关系以及建立多项回归模型来进行预测
IB1 ：这是基于实例的最近邻分类器，它使用欧几里得距离执行搜索。测试实例的类基于与其相似

的训练实例的类。

IBk ：这与 IB1 类似，但使用 k 个最近邻而不是一个。对于本次实验，IBk 的 k 值设为 5。
KStar ：这也是一个基于实例的分类器。它与其他基于实例的学习器的不同之处在于它使用基于

熵的距离函数。

ZeroR：它是最简单的依赖目标值而忽略所有预测因子的分类方法。它只是预测多数类别。
OneR：它为数据中的每个预测器生成一条规则，然后选择总误差最小的规则作为其预测的“一条

规则”。
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图 6.6: ABC 参数

PART：在每次迭代中构建局部决策树，并根据找到的最佳叶节点对实例进行分类。
Decision Stump：决策树桩——生成用于预测实例的一级决策树。
J48 Decision Tree：决策树分类是通过生成决策树来完成的，决策树的叶子表示与不同类类型相

关的条件概率。

6.4.4 参数设置

ABC-Stacking 的参数初始化如图6.6所示。蜂群由数量相等的受雇蜜蜂和旁观蜜蜂组成。食物来源
的数量等于受雇蜜蜂或围观者蜜蜂的数量。在 ABC-Stacking 中，分类器被视为食物来源，因此群体的
种群规模被设置为分类器数量的两倍。ϕ 取 [−1,1] 范围内的随机值。当采用 ABC-Stacking ϕ 来控制分

类器与分类器组合的选择时，被雇佣蜜蜂和旁观蜜蜂正在进行搜索。

通过这些参数设置，蜜蜂搜索和蜜蜂生成的最终分类器配置用于构建堆叠。ABC 最优选择基分类
器构成 Stacking Ensemble 的过程如图6.7所示。在基础水平上考虑 10 个分类器，因此蜜蜂种群由 10
个受雇蜜蜂和 10 个旁观蜜蜂组成。每个被雇佣的蜜蜂从基本分类器池中分配一个分类器。在被雇佣蜂
阶段和旁观者蜂阶段执行后，得到待堆叠的基级分类器的配置。“勾号”标记表示在基础级别选择了特

定的分类器，“错误”标记表示未选择分类器。

在这项工作中，我们使用了分而治之的原则来预测分层类。在使用分而治之的方法时，分类器在每

个层次结构级别上进行训练，生成一个分类器树。根分类器使用所有的训练实例进行训练。然后，在下

一个类级别，使用属于这些类的实例子集来训练分类器。在测试阶段，以自顶向下的方式对实例进行分

类。重复这个过程，直到到达一个叶节点类，并且无法进行额外的预测。这些步骤都是在不影响可靠性

的情况下进行的。

计算涉及使用 10 倍交叉验证。在交叉验证过程中，每个数据集被分成 10 个大小相等的折叠，并
执行 10 次。因此，当执行 ABCStacking1 算法时，在选择要放置到基分类器配置中的分类器时，比较
10 次迭代中每次迭代的预测准确性 (交叉验证)。在 ABC-Stacking2 中，执行上述步骤后，围观蜜蜂只
有在比较使用各种元分类器生成的堆叠配置的预测精度后，才会将新的堆叠配置分配给被雇佣蜜蜂。基

础分类器配置和 ABC 算法的元分类器选择都遵循分而治之的方法。
在我们的实验中，我们使用了两种方法来评估所提出的模型:预测精度 (PA)，均方根误差 (RMSE)。
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图 6.7: 基于 ABC-stacking1 算法选择最优分类器

其中，预测精度 (PA) 由式6.9定义：

PA = TPR× TNR where TPR =
TP

TP + FN
TNR =

FN

TN + FP
(6.9)

均方误差 (RMSE) 为：

RMSE =

√√√√ 1

M

M∑
i=1

(µ′
i − µ)2 (6.10)

通过目标函数使用蜂群算法对问题进行优化，可以的到问题的一般近似解。相比于 ABC-stacking1
方法，文章提供的 ABC-stacking2 方法的预测能力有着较大的改善，具体结果在此不进行详细说明。但
是，需要指出的是，蜂群算法并不是完美无瑕。对于一些问题，每次计算得到的结果可能有较大的差异，

这可能是因为蜂群在选择基础分类器时的随机性导致的。因此，蜂群算法在计算的收敛性上的表现可能

并不足够令人满意的。
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第七章 贝叶斯模型平均与时变和断点结构

7.1 贝叶斯模型平均方法介绍

所谓贝叶斯模型平均，是当研究者不知道真正的模型，但有几个候选模型时考虑预测。可以通过对

每个模型的预测赋予权重来构建预测。如果这些权重都相等，那么这就是简单的预测平均。但是，还可

以从所有模型都同样好的先验出发，估计模型的后验概率，将后验概率用作权重。贝叶斯模型平均起源

于 Leamer(1978). 在 2000 年左右得到统计和计量经济学界的关注。
考虑 n 个备选模型 M1, . . .Mn. 每个模型的参数向量用 θ 表示。假设有一个备选模型是正确的模

型，但是不清楚正确的模型到底是哪一个。1同时，假设我们的先验信念为：第 i 个模型是正确模型的概
率为 P (Mi)。之后，我们可以结合样本数据 D，更新第 i 个模型是正确模型的后验概率：

P (Mi | D) =
P (D |Mi)P (Mi)∑n
j=1 P (D |Mj)P (Mj)

(7.1)

其中

P (D |Mi) =

∫
P (D | θ,Mi)P (θ |Mi) dθ

是第 i个模型的边际概率。P (θ |Mi)为模型中参数向量的先验密度，P (D | θ,Mi)是似然（likelihood）。
每个模型可以得到一个预测密度 f1, . . . fn。在不确定哪个模型是正确模型的情况下，预测密度为：

f∗ =
n∑

i=1

P (Mi | D) fi

同样，每个模型存在一个点预测，在不确定哪个模型为真实模型的情况下，通过模型的后验对每个

模型的预测进行加权得到点预测值。

关键设定：模型的先验 P (Mi)、参数的先验 P (θ |Mi)。其他内容通过计算得到。

假设模型为线性模型，具体来说，第 i 个模型为：

y = Xβ + ε

其中 y 是响应变量，X 是预测变量矩阵，β 是 px1 的参数向量，ε = (ε1, . . . εT )
′
为扰动项向量，T 是

样本规模。假设误差项是 MA(h-1) 过程，且方差 σ2 满足：

Cov (εt, εt−j) = σ2h− j

h
, j ≤ h− 1

1Bernardo and Smith (1994) and Key, Perrichi and Smith (1998) 考虑了实际上没有任何一个模型是正确的情况下的贝叶斯模型平均的理
论框架
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将模型先验设定为：P (Mi) =
1
n
. β 的先验设定为自然共轭 g 先验 (Zellner (1986)), 即 β 关于 σ2

的条件分布为 N
(
0, ϕσ2 (X ′X)

−1
)
. 参考 Fernandez, Ley 和 Steel (2001) 等，假设 σ2 的先验是与 1/σ2

成正比，这是一个不合适的（improper）先验. 则

P (D |Mi) =

∫
P (D |Mi, β, σ)P (β |Mi, σ)P (σ |Mi) dβdσ

∝
∫

1

σ2
exp{− 1

2σ2
(y −Xβ)′V −1(y −Xβ)− 1

2ϕσ2
β′X ′Xβ}dβdσ2

其中

V =


1 h−1

h
· · · 1

h
h−1
h

1 · · · 2
h

...
... . . . ...

1
h

2
h
· · · 1


进行积分，可以得到：

P (D |Mi) =
Γ(T/2)

πT/2
(1 + ϕ)−p/2S−T/h

其中

S2 = y′y − y′X (X ′X)
−1

X ′y
ϕ

1 + ϕ

结合模型先验和参数先验，可以估计每个模型的方程 (1)，进而得到每个模型的后验概率，为预测
分配权重。β 的先验以零为中心，因此在每个模型中参数都向零缩小，这对应于无可预测性。收缩的程

度由 ϕ 决定，较小的 ϕ 值意味着更大的收缩，并使先验信息更丰富。也就是说，ϕ 越大，我们越愿意

偏离模型先验来响应我们在数据中观察到的东西。反之，ϕ 越小，得到的后验会越接近先验。

7.2 案例：Forecasting US inflation by Bayesian model averaging（Wright，2009）

以往研究存在一个问题：当一个模型相对于原始时间序列预测具有预测能力时，它往往是不稳定

的。也就是说，在一个子周期中具有良好预测能力的模型在另一个子周期中具有很少或没有良好预测能

力的倾向。为此，Stock 和 Watson (2001,2002a) 认为，最好的预测性能是通过从大量模型中构建预测
并简单地平均这些预测来获得的。Wright（2009）则通过研究指出贝叶斯平均模型通常比简单的等加权
平均模型在预测美国通胀方面做得更好。在不同的通胀指标和数据区间之间，都是如此。在该文中：

预测函数形如：

πt,t+h = α+ γZt + ρπt−h,t + εt (7.2)

其中 πt,t+h 是从 t到 t+h, h时刻的通胀率，Zt 是一个预测变量
2，εt 是误差项，假设误差项是 MA

（h-1）过程。
则贝叶斯模型平均的预测值为：

n∑
i=1

Pt (Mi | D) (α̂t + γ̂tZt + ρ̂tπt−h,t) (7.3)

2该文需要估计 93 个模型的概率，因此计算压力较小，没有使用 MCMC 等方法，但是标准的贝叶斯模型平均可能需要对 293 个模型进行计

算和组合，则可能会用到 MCMC 等方法。
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其中 Pt (Mi | D) 为基于第 t 期和第 t 前之前的数据计算的模型 i 为真实模型的后验概率。作者假设所
有模型的先验概率相等，并估计了 ϕ = 20, 5, 2, 1, 0.5 时的取值结果。通过比较发现，贝叶斯模型平均预

测结果由于以下两种基准模型：

基准模型一：AR 模型
πt,t+h = α+ ρπt−h,t + εt (7.4)

基准模型二：等权平均模型：
1

n

n∑
i=1

α̂t + γ̂tZt + ρ̂tπt−h,t (7.5)

其中 α̂t, γ̂t、ρ̂t 是使用 t 时刻和更早时刻数据估计的公式7.2的 OLS 估计的参数。
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7.3 时变与结构断点模型（Groen 等，2013）

该节以 Groen 等 2013 年发表在 Journal of Business & Economic Statistics 上的文章《Real-Time
Inflation Forecasting in a Changing World》为例，介绍时变与结构断点模型的设定和估计细节。
该文在简化的菲利普斯模型中引入变量选择与结构断点，并使用贝叶斯方法进行估计。

7.3.1 广义菲利普斯曲线的简约形式

yt+h = β0 +

k1∑
j=1

βa
j ajt +

k2∑
j=1

βe
j ejt +

k3∑
j=0

βy
j yt−j + σεt (7.6)

= β0 +
k∑

j=1

βxjt + σεt; t = 1, . . . , T − h

T 是时间序列样本观测点总数。yt 是通胀率，yt = 100∆ ln (Pt) = 100 (ln (Pt)− ln (Pt−1)) ，其中

Pt 是一个特定的价格指数。h > 0 是预测期数，

yt+h = 100∆ ln (Pt+h) = 100 (ln (Pt+h)− ln (Pt+h−1)). ajt 是 k1 个实际经济活动和成本变量，ejt 是 k2

个通胀预期的代理变量，通胀率 yt 的滞后阶数为 k3。扰动项 εt ∼ NID(0, 1) 且 σ > 0. 为表示方便，记
(x1,t · · ·xk,t)

′
= (a1,t · · · ak1,te1,t · · · ek2,tyt · · · yt−k3

)
′
，以及 k = k1 + k2 + k3. 文章使用的解释变量包含

通胀的滞后项和 14 个其他变量。
核心研究目标是：（1）确定在什么情况下应该包含预测变量的哪种组合。（2）考虑通胀率与预测变

量的关系在 1960-2008 年期间可能会发生变化，因此应允许回归参数时变（2）考虑由于经济结构的变
化，宏观经济时间序列可能经历方差上的突变，这种突变与均值变化无关，因此应允许误差方差时变。

7.3.2 考虑模型不确定性和结构断点

模型不确定性，反应了指标变量的哪种组合最准确地总结了实际活动、实际成本和通胀动态预期的

影响的不确定性。为此对模型做以下拓展：

yt+h = β0 +
k∑

j=1

δjβjxjt + σεt; t = 1, . . . , T − h, (7.7)

其中 εt ∼ NID(0, 1). 向量 D = (δ1, . . . , δk)
′
是预测变量的选择向量，可以有 2k 种不同取值。每个模型

用索引 i = (δ1, . . . , δk)2 来表示。

为允许模型回归参数和方差的结构性变化，在模型中引入时变回归参数 βjt 和方差 σt ：

yt+h = β0t +
k∑

j=1

βjtxjt + σtεt; t = 1, . . . , T − h. (7.8)

结构性断点结构由 k + 2 个随机变量 κjt 来体现
3，当第 j 个变量在 t 时刻有结构性断点，κjt 取值

为 1，否则，κjt 取值为 0，j = 0, . . . , k + 1，t = 1, . . . , T。假设 κt = (κ0,t, . . . , κk,t, κk+1,t)
′
是一个 0/1

过程，且各元素互不相关：

Pr [κjt = 1] = πj ; j = 0, . . . , k + 1 (7.9)
3包括截距项、回归系数项和残差项的结构断点
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结构断点的规模由一个独立的，均值为 0，方差为 q2j，j = 0, . . . , k + 1 的随机冲击过程 ηjt 体现，即时

变过程被定义为：

βjt = βj,t−1 + κjtηjt; j = 0, . . . , k (7.10)

lnσ2
t = lnσ2

t−1 + κk+1,tηk+1,t

其中 ηt = (η0,t, . . . , ηk+1,t)
′ ∼ NID(0, Q)，Q = diag

(
q21 , . . . , q

2
k+1

)
.

最终模型形如：

yt+h = β0t +
k∑

j=1

δjβjtxjt + σtεt; t = 1, . . . , T − h (7.11)

其中 εt ∼ NID(0, 1)

7.3.3 估计方法

估计和推断

使用贝叶斯模型平均和结构断点方法估计模型。待估参数包括：变量选择向量 D = (δ1, . . . , δk)
′, 参

数存在结构断点的概率 π = (π0, . . . , πk+1)
′
，断点规模的方差向量 q =

(
q20 , . . . , q

2
k+1

)′. 将上述参数用一
个维度为 (3k + 4) 的向量表示：θ = (D′, π′, q′)

′.
先验设定包括：假设第 j 个变量的变量选择参数服从伯努利分布

Pr [δj = 1] = λj for j = 1, . . . , k. (7.12)

假设模型的第 j 个参数存在结构断点的概率服从 Beta 分布

πj ∼ Beta (aj , bj) for j = 0, . . . , k + 1 (7.13)

参数 aj 和 bj 需要根据先验信念进行设定。

假设结构断点规模的方差服从逆伽马-2 分布

q2j ∼ IG−2 (νj , ωj) for j = 0, . . . , k + 1 (7.14)

参数 νj , ωj , j = 0, . . . , k + 1，需要根据先验信念进行选择。联合先验 p(θ) 由上述三种先验的乘积得到。

使用 Geman 和 Geman (1984) 提出的 Gibbs 抽样方法，与 Tanner 和 Wong (1987) 提出的数据增
广方法计算后验结果。潜变量 B = {βt}T−h

t=1 , βt = (β0t, β1t, . . . , βkt)
′
, S = {σ2

t }
T−h

t=1 和 K = {κt}T−h
t=1 可

以根据参数 θ 估计得到.
数据的似然函数，或者说数据和潜在变量的联合分布为：

p(y,B, S,K | x, θ) =
T−h∏
t=1

p
(
yt+h | D,xt, βt, σ

2
t

)
p
(
βt | βt−1, κt, q

2
0 , . . . , q

2
k

)
(7.15)

p
(
lnσ2

t | lnσ2
t−1, κk+1,t, q

2
k+1

) k+1∏
j=0

π
κjt

j (1− πj)
1−κjt

其中 y = (y1, . . . , yT )，且 x = (x′
1, . . . , x

′
T )

′. 根据模型设定过程，p (yt+h | D,xt, βt, σ
2
t ), p (βt | βt−1, κt, q

2
0 , . . . , q

2
k)

和 p
(
lnσt | lnσt−1, κk+1,t, q

2
k+1

)
为正态分布密度函数。
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后验密度函数可由下列公式得到：

p(θ,B, S,K | y, x) ∝ p(θ)p(y,B, S,K | x, θ) (7.16)

结合 Kuo 和 Mallick (1998) 的算法进行变量选择，结合 Gerlach et al. (2000) 的算法控制结构断
点. 定义 θ =

(
θ̄′, D′)′，其中 θ̄ = (π′, q′)

′
，Kβ = {κ0t, . . . , κkt}T−h

t=1 ，Kσ = {κk+1,t}T−h

t=1 , 在每次迭代中，
循环下列过程：

1. 以 B,S,K, θ̄, y 和 x 为条件，采样 D

2. 以 D,S,Kσ, θ̄, y 和 x 为条件，采样 Kβ.

3. 以 D,S,K, θ̄, y 和 x 为条件，采样 B.

4. 以 D,B,Kβ, θ̄, y 和 x 为条件，采样 Kσ .

5. 以 B,D,K, θ̄, y 和 x，采样 S.

6. 以 D,B, S,K, y 和 x，采样 θ̄ .

详细过程如下：

Step1: 抽样变量选择参数 D
参考 Kuo 和 Mallick (1998) 的方法，假设 δj = 0 和 δj = 1 的后验密度为 pj0 和 pj1，使用下列函

数估计变量选择参数的全条件后验概率：

Pr
[
δj = 1 | θ̄, B, S,K,D−j , y, x

]
=

pj1
pj0 + pj1

,

其中 j = 1, . . . , k, 且 D−j = (δ1, . . . , δj−1, δj+1, . . . , δk)
′.

Step2: 抽样 Kβ

使用 Gerlach et al. (2000, Section 3) 的方法，估计结构断点参数 κjt 的后验。在该方法中，为提

高估计的效率，对 κjt 进行采样时，不以 βjt 为条件。不以 B 为条件的，κjt, t = 1, . . . , T, j = 0, . . . , k

的条件后验概率为：

p (κ0t, . . . , κkt | Kβ,−t,Kσ, S, θ, y, x)

∝ p(y | K,S, θ, x)p (κ0t, . . . , κkt | Kβ,−t,Kσ, S, θ, x)

∝ p (yt+h+1, . . . , yT−h | yh+1, . . . , yt+h,K, S, θ, x)

p (yt+h | yh+1, . . . , yt+h−1, κ1, . . . , κt,Kσ, S, θ, x) p (κ0t, . . . , κkt | Kβ,−t,Kσ, S, θ, x) ,

其中 Kβ,−t =
{
{κjs}kj=0

}T−h

s=1,s ̸=t
. 由于 κjt 不取决于 δj，密度函数 p (κ0t, . . . , κkt | Kβ,−t,Kσ, S, θ, x) 等

价于
∏k

j=0 π
κjt

j (1− πj)
1−κjt

参考 Gerlach et al. (2000, Section 3). 可以很容易地进行计算：
p (yt+h+1, . . . , yT−h | yh+1, . . . , yt+h,K, S, θ, x)和 p (yt+h | yh+1, . . . , yt+h−1, κ1, . . . , κt,Kσ, S, θ, x)。因为

κt 的取值是有限的，the integrating constant can easily be computed by normalization.
Step3: 抽样 B 中的回归参数
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使用模拟平滑器（simulation smoother）计算潜在回归参数 B 的全条件后验概率。参考 Carter 和
Kohn (1994)，使用卡尔曼平滑器估计潜在参数的条件均值和方差，初始值设置为均值为 0 的多元正态
先验。如果变量 xj 没有被选中，对于 t = 1, . . . , T − h，kjt 和 βjt 的全条件分布不依赖于数据 y 和 x。

直接根据公式??和公式??，从无条件分布中进行抽样。
Step 4 和 Step5: 抽样方差参数 Kσ 和 S

Kσ 和 S 的抽样方式与上文类似。由于 lnσ2
t 不能得到一个线性的状态空间模型，不能使用卡尔曼

滤波进行计算。因此使用 Giordani 和 Kohn (2007) 进行计算，并将模型重新表述为：

ln
(
yt+h − β0t −

k∑
j=1

δjβjtxjt

)2

= lnσ2
t + ut

lnσ2
t = lnσ2

t−1 + κk+1,tηk+1,t,

其中 ut = ln ε2t ，是自由度为 1 的 logχ2 分布。

参考 Carter 和 Kohn (1994, 1997), Shephard (1994) ，以及 Kim et al. (1998) 使用一个有限的混
合正态分布近似 lnχ2(1) 分布。具体来说，考虑 5 个正态分布的混合，因此 ut 的密度函数为

f (ut) =
5∑

s=1

φs
1

ωs

ϕ ((ut − µs) /ωs)

其中
∑5

s=1 φs = 1.
µs, ω

2
s 和 φs 的近似值参考 Kohn (1997, Table 1) 得到。在 Gibbs 采样的每一步中，会从混合分布

中估计一部分。基于混合成分的值，可以使用 Kalman 滤波方法进行处理。因此向量 Kσ 和 S 可以以

一种与 Kβ 和 B 类似的方法抽样得到。

Step6：抽样 θ̄

基于贝叶斯推断的标准方法，对 θ̄ 进行抽样。也就是说，πj 从 Beta 分布中抽样得到，q2j 从逆伽

马-2 分布中得到。

预测

条件预测函数如下：

p (yT+h+1 | y, x, yT+1, xT+1) =

∫
· · ·
∫ ∑

D

∑
K

∑
κT+1

p
(
yT+h+1 | D,xT+1, βT+1, σ

2
T+1

)
(7.17)

p (βT+1 | βT , κT+1, q) p
(
σ2
T+1 | σ2

T , κT+1, q
) k+1∏
j=0

π
κj,T+1

j (1− πj)
1−κj,T+1

p(θ̄, D,B, S,K | y)dβT+1dσ
2
T+1dBdSdθ̄,

其中 p
(
yT+h+1 | D,xT+1, βT+1, σ

2
T+1

)
，p (βT+1 | βT , κT+1, q) 和 p

(
σ2
T+1 | σ2

T , κT+1, q
)
由公式（5）

-公式（6）得到。p(θ̄, D,B, S,K | y, x) 是公式（11）得到的后验密度函数。预测密度 (12) 由 (6) 中所有
可能的模型规格的加权平均值组成，其权重等于后验模型概率。关于结构断裂时间的不确定性，反映在

样本内断点 K 的后验分布中。预测分布直接使用前面提到的 Gibbs 抽样得到。使用公式 (4)-公式 (6)
作为数据生成过程来模拟每个 Gibbs 过程中的 yT+h ，基于后验分布中的抽样来替换参数和潜在变量。

使用预测的分布的后验的中位数作为点预测值。
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7.3.4 实证结果

先验设定原则：

公式7.9中结构断点规模的方差的分布参数：对 vj , j = 0, 1, . . . , k + 1 赋予较大的值。其含义是, 当
Pr [κjt = 1] = 1 断裂的大小与平方根 ωj 成正比。具体来说，设定 vj = 100�j = 0, 1, . . . , k + 1,ωj 的值

在 0.01 到 0.5 之间变换。公式7.8中断点的概率参数：将其设定为一种严格递减形式，使得全样本中出
现的断点数能小于 3。公式7.7中的变量选择参数：设置 λj = 0.05, j = 1, . . . , k.
进行 9000 次 Gibbs 抽样，其中前 1000 次抽样过程为训练过程，在后面 8000 次抽样过程，每次都

选取第二次抽样结果，也就是得到 4000 次 MCMC 抽样，基于这部分抽样进行参数估计和推断。

美国通胀率的实时预测

考虑到算力限制，每次预测使用第一期至预测期前一个季度或前一年之间的样本，重新估计公

式7.11。并将样本划分为了 1980Q1-2008Q4,1980Q1-1994Q4 和 1995Q1-2008Q4 三个区间进行预测。
1960Q1-1979Q4 的数据被作为训练样本。和不同模型的比较结果见图7.1和图7.2。除在 1995Q1-2008Q4
期间（区间 II）的预测效果弱于 UCSV 模型外，作者提出的带有结构断点的时变菲利普斯曲线都具有
更好的预测效果。

图 7.1: 预测性能比较 1
图 7.2: 预测性能比较 2
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